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எᾶக῀எᾶக῀எᾶக῀எᾶக῀ - அறிᾙகΆஅறிᾙகΆஅறிᾙகΆஅறிᾙகΆ
எᾶகைள நாΆ தினᾙΆ பயᾹபᾌᾷᾐகிேறாΆ. காᾆ ெகாᾌᾷᾐᾰ காᾼகறி வாᾱக. மீதி ெகாᾌᾰக. மணி
பா᾽ᾰக. இῂவளᾫ பழᾰகமானதா᾿, எᾶக῀ ᾆலபமானைவதாேன எᾹᾠ ேதாᾹறிவிᾌகிறᾐ.

ஆனா᾿ எᾶக῀ கவனமாகᾺ ᾗாிᾸᾐெகா῀ளᾺபட ேவᾶᾊயைவ.

எᾶᾎΆ எᾶக῀, 1, 2, 3 ஆகியைவ எᾹபᾐ நமᾰᾁᾷ ெதாிᾜΆ. நΆ கᾶᾎᾰᾁᾷ ெதாிᾜΆ,
ᾙᾨைமயான ெபாᾞ῀களிᾹ எᾶணிᾰைக அைவ. ைகயி᾿ இᾞᾰᾁΆ விர᾿க῀, ெசᾊயி᾿ இᾞᾰᾁΆ
ᾘᾰக῀, வயᾢ᾿ ேமᾜΆ ஆᾌக῀. கணிதᾷதி᾿ இவιைற ᾙᾨ எᾶக῀ (Integers) எᾹகிேறாΆ. பல
ஆரΆபகால சᾚகᾱகᾦᾰᾁ இᾸத ᾙᾨ எᾶக῀ ம᾵ᾌேம ெதாிᾸதிᾞᾸதன.

அதᾹபிᾹ பிᾹனᾱக῀ இய᾿பாகேவ கᾶடறியᾺப᾵டன. ைகயி᾿ இᾞᾺபᾐ ஒᾞ மாΆபழΆ. அைத
சேகாதரᾔடᾹ பகி᾽Ᾰᾐெகா῀ளேவᾶᾌΆ. எᾹன ெசᾼவᾐ? அᾸத மாΆபழᾷைத இரᾶடாக
ெவ᾵டேவᾶᾌΆ. ஒᾹைற இரᾶடாᾰக ேவᾶᾌΆ. அᾺபᾊ ெவ᾵ᾊய ஒᾞ பᾁதி, இரᾶᾊ᾿ ஒᾞ
பாகΆ. ᾆமா᾽ 2500 ஆᾶᾌகᾦᾰᾁ ᾙᾹ வா῁Ᾰத கிேரᾰக᾽க῀, எᾶகைள இரᾶᾌ வைகயாகᾺ
பிாிᾷதன᾽. ᾙᾨ எᾶக῀, பிᾹனᾱக῀. பிᾹனᾱகைளᾰ கீ῁ᾰகᾶட வைகயி᾿ எᾨᾐகிேறாΆ.

5
6,

2
3,

17681
234567

இவιᾠᾰᾁ விகிதᾙᾠ பிᾹனᾱக῀ (Rational Numbers, fractions) எᾹᾠ ெபய᾽.

பிᾷதாேகாரῄ - இவரᾐ ெபயரா᾿ ஒᾞ கணிதᾷ ேதιறΆ வழᾱகᾺபᾌகிறᾐ - ᾆமா᾽ 2,500
ஆᾶᾌகᾦᾰᾁ ᾙᾹ வா῁Ᾰதவ᾽. இவ᾽ வ᾽ᾰக எᾶக῀ எனᾺபᾌΆ எᾶகைளᾺ பιறி ஆராᾼᾸதா᾽. ஓ᾽
எᾶைண அேத எᾶணா᾿ ெபᾞᾰகினா᾿ கிைடᾺபᾐ வ᾽ᾰகΆ. 2-ஐ 2-ஆ᾿ ெபᾞᾰகினா᾿ கிைடᾺபᾐ
4. 2-Ᾱ வ᾽ᾰகΆ 4. அேதேபால, 9 = 3x3, 16=4x4.... இவιைறᾰ கீ῁ᾰகᾶட கணிதᾰ ᾁறிᾛ᾵ᾌ
ᾙைறயி᾿ ᾁறிᾰகிேறாΆ.

22 = 2x2 = 4

4√  = 2

இᾸத வ᾽ᾰக எᾶகளான 4, 9, 16 ஆகியவιைறᾺ பா᾽ᾷᾐவᾸத
பிᾷதாேகாரῄ இவιறி᾿ இரᾶᾌ வ᾽ᾰக எᾶகைளᾰ ᾂ᾵ᾊனா᾿,
மιெறாᾞ வ᾽ᾰக எᾶ வᾞவைதᾰ கᾶடா᾽. அᾺபᾊᾺப᾵ட எᾶகைள அவ᾽
ᾙᾰேகாணΆ ஒᾹᾠடᾹ இைணᾷᾐᾺ பா᾽ᾷதா᾽. இᾸத ᾚᾹᾠ எᾶகᾦΆ ஒᾞ
ெசᾱேகாண ᾙᾰேகாணᾷதிᾹ ஒῂெவாᾞ பᾰகமாக இᾞᾺபைதᾰ கᾶடா᾽.
இைதᾷதாᾹ பிᾷதாேகாரῄ ேதιறΆ எᾹகிேறாΆ. ஒᾞ ெசᾱேகாண
ᾙᾰேகாணᾷதிᾹ ᾚᾹᾠ பᾰகᾱகᾦΆ a, b மιᾠΆ c எᾹறா᾿,

a
2+ b2 = c2

பிᾷதாேகாரஸுΆ அவரᾐ சீட᾽கᾦΆ ேமιகᾶட சமᾹபா᾵ᾊᾹ விைடகளாக பல ᾙᾨ எᾶகைளᾰ
கᾶᾌபிᾊᾷதன᾽.
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32 + 42 = 9 + 16 = 25 = 52

52 + 122 = 25 + 144 = 169 = 132

ஒᾞநா῀ பிᾷதாேகாரᾭᾹ சீடᾹ ஒᾞவᾹ அதி᾽ᾲசியான ஒᾞ விஷயᾷைதᾰ கᾶᾌபிᾊᾷதாᾹ. ஒᾞ
ெசᾱேகாண ᾙᾰேகாணᾷதிᾹ இரᾶᾌ பᾰகᾱகளிᾹ நீளΆ 1, 1 எᾹᾠ இᾞᾸதா᾿, ᾚᾹறாவᾐ
பᾰகᾷதிᾹ நீளΆ ஒᾞ விகிதᾙᾠ பிᾹனமாக இᾞᾰகாᾐ எᾹபேத அᾐ.

அதாவᾐ, ஒᾞ ெசᾱேகாண ᾙᾰேகாணᾷᾐᾰᾁ a = b = 1 எᾹᾠ ைவᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀.
அᾺபᾊெயᾹறா᾿,

c
2 = 12 + 12 = 1 + 1 = 2

c = 2√

இᾱேக 2√  எᾹபைத இரᾶᾌ ᾙᾨ எᾶகளிᾹ விகிதமாக - அதாவᾐ விகிதᾙᾠ பிᾹனமாக -
எᾨதᾙᾊᾜமா?

ᾙᾊயாᾐ எᾹᾠ ெசாᾹனதா᾿ அᾸதᾲ சீடᾹ அᾊᾷேத ெகா᾿லᾺப᾵டாᾹ எᾹகிறா᾽க῀. காரணΆ,
பிᾷதாேகாரῄ அᾺபᾊᾺப᾵ட “ெக᾵ட” எᾶக῀ இᾞᾰகᾙᾊயாᾐ எᾹᾠ தீவிரமான நΆபிᾰைக
ைவᾷதிᾞᾸதா᾽. ஆனா᾿ அᾸத நΆபிᾰைக ெபாᾼயானᾐ. ஏᾹ இᾸத எᾶைண விகிதமாக, இரᾶᾌ
ᾙᾨ எᾶகளிᾹ பிᾹனமாகᾰ ெகாᾌᾰகᾙᾊயாᾐ எᾹபைத நாைள பா᾽ᾺேபாΆ.
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விகிதᾙறாவிகிதᾙறாவிகிதᾙறாவிகிதᾙறா எᾶக῀எᾶக῀எᾶக῀எᾶக῀
ேநιᾠ, 2√  எᾹற எᾶைணᾺ பιறிᾺ பா᾽ᾷேதாΆ. அைத இரᾶᾌ ᾙᾨ எᾶகளிᾹ பிᾹனமாகᾰ
ெகாᾌᾰகᾙᾊᾜமா எᾹற ேக῀விைய எᾨᾺபிேனாΆ.

ஒιைறᾺபைடஒιைறᾺபைடஒιைறᾺபைடஒιைறᾺபைட எᾶகᾦΆஎᾶகᾦΆஎᾶகᾦΆஎᾶகᾦΆ இர᾵ைடᾺபைடஇர᾵ைடᾺபைடஇர᾵ைடᾺபைடஇர᾵ைடᾺபைட எᾶகᾦΆஎᾶகᾦΆஎᾶகᾦΆஎᾶகᾦΆ

1, 3, 5, 7 ேபாᾹற எᾶகைள ஒιைறᾺபைட எᾶக῀ எᾹகிேறாΆ. 2, 4, 6, 8 ேபாᾹற இரᾶடா᾿
ᾙιறிᾤமாக வᾁபடᾰᾂᾊய எᾶகைள இர᾵ைடᾺபைட எᾶக῀ எᾹகிேறாΆ. ஒιைறᾺபைட
எᾶகைள இரᾶடா᾿ ᾙιறிᾤமாக வᾁᾰகᾙᾊயாᾐ. மீதி வᾞΆ. இரᾶᾌ இர᾵ைடᾺபைட
எᾶகைளᾰ ᾂ᾵ᾊனா᾿ வᾞவᾐ இர᾵ைடᾺபைட எᾶ. அேதேபால இரᾶᾌ ஒιைறᾺபைட
எᾶகைளᾰ ᾂ᾵ᾊனா᾿ கிைடᾺபᾐΆ இர᾵ைடᾺபைட எᾶேண. ஆனா᾿ ஓ᾽ ஒιைறᾺபைட
எᾶைணᾜΆ ஓ᾽ இர᾵ைடᾺபைட எᾶைணᾜΆ ᾂ᾵ᾊனா᾿ கிைடᾺபᾐ ஒιைறᾺபைட எᾶ. சில
எᾶகைள எᾌᾷᾐ ᾂ᾵ᾊᾺ பா᾽ᾷᾐ உᾠதி ெசᾼᾐெகா῀ᾦᾱக῀.

அᾌᾷᾐ இᾸத ஒιைற, இர᾵ைடᾺபைட எᾶகைள ைவᾷᾐ ெபᾞᾰகிᾺ பாᾞᾱக῀. இரᾶᾌ
ஒιைறᾺபைட எᾶகைளᾺ ெபᾞᾰகினா᾿ கிைடᾰᾁΆ விைட ஒιைறᾺபைட எᾶ. இரᾶᾌ
இர᾵ைடᾺபைட எᾶகைளᾺ ெபᾞᾰகினா᾿ கிைடᾺபᾐ இர᾵ைடᾺபைட எᾶ. ஓ᾽ இர᾵ைடᾺபைட
எᾶைணᾜΆ ஓ᾽ ஒιைறᾺபைட எᾶைணᾜΆ ெபᾞᾰகினா᾿ கிைடᾺபᾐ இர᾵ைடᾺபைட எᾶ.

இைத ைவᾷᾐᾺ பா᾽ᾷதா᾿, ஓ᾽ எᾶணிᾹ வ᾽ᾰகΆ இர᾵ைடᾺபைட எᾶணாக இᾞᾸதா᾿ அᾸத
எᾶᾎேம இர᾵ைடᾺபைட எᾶணாகᾷதாᾹ இᾞᾰகேவᾶᾌΆ எᾹᾠ ᾗாிᾜΆ.

இᾺெபாᾨᾐ நாΆ எᾌᾷᾐᾰெகாᾶட அᾊᾺபைடᾰ ேக῀விᾰᾁ மீᾶᾌΆ வᾞேவாΆ.

எᾸத பிᾹனᾷைத எᾌᾷᾐᾰெகாᾶடாᾤΆ அதιெகன ᾆᾞᾰகᾺப᾵ட ஒᾞ வᾊவΆ உ῀ளᾐ. p
q
 எᾹற

எᾶைண எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀. இᾱᾁ p, q இரᾶᾌேம ᾙᾨ எᾶக῀. இைவ இரᾶைடᾜΆ r எᾹற
சிறிய எᾶணா᾿ வᾁᾰக ᾙᾊᾜΆ எᾹறா᾿, அᾸத வᾁᾷதைலᾲ ெசᾼᾐவிடேவᾶᾌΆ.

உதாரணᾷᾐᾰᾁ, 4
6
-ஐ எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀. 4, 6 ஆகிய இரᾶᾌ எᾶகைளᾜΆ 2-ஆ᾿

வᾁᾰகᾙᾊᾜΆ. எனேவ வᾁᾷᾐவிᾌᾱக῀. நமᾰᾁᾰ கிைடᾺபᾐ 2
3
. இனி, 2, 3 ஆகியவιைற

இவιைறவிடᾲ சிறிய எᾶ எதனாᾤΆ வᾁᾰக ᾙᾊயாᾐ. இᾐதாᾹ இᾸத பிᾹனᾷதிᾹ மிகᾫΆ
ᾆᾞᾰகᾺப᾵ட வᾊவΆ. இதιᾁேம᾿ இᾸத பிᾹனᾷைத ᾆᾞᾰக ᾙᾊயாᾐ.

இᾺேபாᾐ, 2√  எᾹற எᾶைண விகிதᾙᾠ பிᾹனமாக எᾨதᾙᾊᾜΆ எᾹᾠ நிைனᾷᾐᾰெகா῀ேவாΆ.

அதாவᾐ, 2√ =
p

q

இᾱᾁ ேமேல ᾁறிᾺபி᾵ᾌ῀ள பிᾹனΆ, மிகᾫΆ ᾆᾞᾰகᾺப᾵ட வᾊவிலானᾐ. இதιᾁேம᾿ இᾸத
பிᾹனᾷைதᾲ ᾆᾞᾰகᾙᾊயாᾐ. இᾺேபாᾐ, இரᾶᾌ பᾰகᾱகைளᾜΆ வ᾽ᾰகΆ ெசᾼᾜᾱக῀.

2 =
p2

q2
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அ᾿லᾐ, p2 = 2q2

நாΆ ஏιெகனேவ பா᾽ᾷதᾐேபால, ஓ᾽ எᾶணிᾹ வ᾽ᾰகΆ இர᾵ைடᾺபைட எᾶணாக இᾞᾸதா᾿,
அᾸத எᾶᾎேம இர᾵ைடᾺபைட எᾶ. எனேவ p = 2m எᾹᾠ வᾞமாᾠ m எᾹற எᾶ
இᾞᾰகேவᾶᾌΆ. அᾺபᾊெயᾹறா᾿,

p2 = 4m2

அ᾿லᾐ, q2 = 2m2

அᾺபᾊெயᾹறா᾿, q ᾂட இர᾵ைடᾺபைட எᾶணாகᾷதாᾹ இᾞᾰகேவᾶᾌΆ.

அதாவᾐ, p, q ஆகிய இரᾶᾌேம இரᾶடா᾿ வᾁபடᾰ ᾂᾊயைவ. அᾺபᾊெயᾹறா᾿ அᾸத
பிᾹனᾷைத ேமᾤΆ ᾆᾞᾰகᾙᾊᾜΆ. ஆனா᾿ இᾐ நாΆ ஏιெகனேவ இᾸத பிᾹனᾷைத இதιᾁேம᾿
ᾆᾞᾰகᾙᾊயாᾐ எᾹᾠ ெசா᾿ᾢயிᾞᾸேதாΆ. எனேவ 2√  எᾹபைத விகிதᾙᾠ பிᾹனமாக எᾨத
ᾙᾊயாᾐ எᾹற ᾙᾊᾫᾰேக நாΆ வரேவᾶᾌΆ.

இᾺபᾊᾺப᾵ட எᾶகைள விகிதᾙறா எᾶக῀ (Irrational numbers) எᾹᾠ ெசா᾿ேவாΆ. ஒῂெவாᾞ ᾙᾨ
எᾶᾎைடய வ᾽ᾰகᾚலΆ, ஒᾹᾠ மιெறாᾞ ᾙᾨ எᾶணாக இᾞᾰᾁΆ, அ᾿லᾐ விகிதᾙறா
எᾶணாக இᾞᾰᾁΆ. (2, 3 ஆகியவιறிᾹ வ᾽ᾰகᾚலΆ விகிதᾙறா எᾶணாக இᾞᾰᾁΆ. ஆனா᾿ 4-Ᾱ
வ᾽ᾰகᾚலΆ 2. மீᾶᾌΆ 5, 6, 7, 8 ஆகியவιறிᾹ வ᾽ᾰகᾚலΆ விகிதᾙறா எᾶக῀. 9-Ᾱ வ᾽ᾰகᾚலΆ 3.
எᾸத ᾙᾨ எᾶணிᾹ வ᾽ᾰகᾚலᾙΆ இᾺபᾊᾷதாᾹ இᾞᾰᾁΆ எᾹபைத எᾺபᾊ நிᾟபிᾺபᾐ எᾹᾠ
ேயாசிᾜᾱக῀.)

நாΆ ேமேல பா᾽ᾷத நிᾟபணᾷைத ᾙதᾢ᾿ எᾨதிைவᾷதவ᾽ ᾝᾰளி᾵ எᾹபவ᾽. ᾆமா᾽ 2300
ஆᾶᾌகᾦᾰᾁᾙᾹ கிேரᾰகᾷதி᾿ வா῁Ᾰதவ᾽. அெலᾰசாᾶᾊாியா ப᾿கைலᾰ கழகᾷதிᾹ
ேபராசிாியராக இᾞᾸதவ᾽. Elements எᾹற ᾗᾷதகᾷைத எᾨதினா᾽. இதி᾿ அᾐவைரயி᾿ ெதாிᾸதிᾞᾸத
பல கணித உᾶைமகைளᾷ ெதாᾁᾷᾐ ைவᾷதா᾽. ᾝᾰளி᾵ பιறி நாΆ நிைறயᾷ
ெதாிᾸᾐெகா῀ளேவᾶᾌΆ. இவைர மீᾶᾌΆ மீᾶᾌΆ பா᾽ᾰகᾺேபாகிேறாΆ.

ஓ᾽ எᾶᾎᾰᾁ வ᾽ᾰகᾷைதᾺ ேபாᾹேற, ெவῂேவᾠ பᾊக῀ உᾶᾌ. வ᾽ᾰகΆ எᾹபᾐ இரᾶடாΆ பᾊ.
கனΆ எᾹறா᾿ ᾚᾹறாΆ பᾊ. அதாவᾐ ஓ᾽ எᾶைண ᾚᾹᾠᾙைற அதனாேலேய ெபᾞᾰகேவᾶᾌΆ.
23 எᾹறா᾿ 2x2x2 = 8. 33 எᾹறா᾿ 3x3x3 = 27. வ᾽ᾰகᾚலᾷைதᾺ ேபாᾹேற கனᾚலΆ உᾶᾌ. 8-Ᾱ
கனᾚலΆ 2. 27-Ᾱ கனᾚலΆ 3. இரᾶடாΆபᾊ, ᾚᾹறாΆபᾊ ேபாᾹᾠ எᾷதைன பᾊக῀
ேவᾶᾌமானாᾤΆ ேமேல ேபாᾼᾰெகாᾶேட இᾞᾰகலாΆ. 2-ஐ ஐᾸᾐᾙைற ெபᾞᾰகினா᾿ - அதாவᾐ
2x2x2x2x2 = 32 - கிைடᾺபᾐ 2-இᾹ ஐᾸதாΆ பᾊ. ᾙᾨ எᾶகளிᾹ வ᾽ᾰகᾚலᾱகைளᾺ ேபாᾹேற
கனᾚலᾱக῀, நாᾹகாΆ, ஐᾸதாΆ ᾚலᾱக῀ ஒᾹᾠ ᾙᾨ எᾶணாக இᾞᾰᾁΆ, அ᾿லᾐ விகிதᾙறா
எᾶகளாக இᾞᾰᾁΆ. இᾺபᾊ உᾞவாᾁΆ விகிதᾙறா பிᾹனᾱக῀ அைனᾷைதᾜΆ பலபᾊᾲ
சமᾹபாᾌகளிᾹ விைடகளாகᾺ பா᾽ᾰகᾙᾊᾜΆ.

பலபᾊᾲ சமᾹபாᾌக῀ (Polynomial Equations) எᾹறா᾿ எᾹன எᾹᾠ நாைள பா᾽ᾺேபாΆ.
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இᾞபᾊᾲஇᾞபᾊᾲஇᾞபᾊᾲஇᾞபᾊᾲ சமᾹபாᾌக῀சமᾹபாᾌக῀சமᾹபாᾌக῀சமᾹபாᾌக῀
பலபᾊᾲ சமᾹபாᾌகைளᾺ பιறிᾺ ேபசᾷ ெதாடᾱகிேனாΆ. x எᾹபᾐ ஒᾞ மாறி (variable) எᾹறா᾿,
அதᾹ வ᾽ᾰகΆ, கனΆ, நாᾹகாΆ பᾊ ஆகியவιைற x2, x3, x4 எᾹᾠ எᾨதலாΆ. இᾸதᾺ பᾊகைள
ெவῂேவᾠ எᾶகளா᾿ ெபᾞᾰகி, இவιைறெய᾿லாΆ ᾂ᾵ᾊனா᾿ நமᾰᾁᾰ கிைடᾺபᾐ அᾸத மாறி x
-Ᾱ சா᾽ᾗ (function). இᾸதᾲ சா᾽ᾗᾰᾁ n வாிைச ெகாᾶட பலபᾊᾲ சா᾽ᾗ (polynomial function) எᾹᾠ
ெபய᾽. இᾺபᾊᾰ கிைடᾰᾁΆ பலபᾊᾲ சா᾽ைப ᾆழியᾷᾐᾰᾁ (Zero) சமᾺபᾌᾷதினா᾿ கிைடᾺபᾐ n
வாிைசᾜைடய பலபᾊᾲ சமᾹபாᾌ.

a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + ... + anxn = 0

இᾸதᾲ சமᾹபா᾵ᾊ᾿ n = 1 எᾹறா᾿ நமᾰᾁᾰ கிைடᾺபᾐ மிக எளிதான ‘ஒᾞபᾊᾲ சமᾹபாᾌ'.

a0 + a1x = 0

இᾸதᾲ சமᾹபா᾵ᾌᾰᾁ மிக எளிதான விைட உ῀ளᾐ.

x = −
a0
a1
, a1 ≠ 0

ஒᾞபᾊᾲ சமᾹபா᾵ᾌᾰᾁ அᾌᾷதᾐ, இᾞபᾊᾲ சமᾹபாᾌ (quadratic equation).

a0 + a1x + a2x2 = 0

ெபாᾐவாக கணிதᾺ ᾗᾷதகᾱகளி᾿ இᾸதᾲ சமᾹபா᾵ைட இᾺபᾊ எᾨதியிᾞᾺபா᾽க῀:

ax2 + bx + c = 0

இரᾶᾌேம ஒᾹᾠதாᾹ. இரᾶᾊᾤΆ ெகᾨᾰக῀ (co-efficients - xn-ᾰᾁ ᾙᾹ இᾞᾰᾁΆ an) ேவᾠ
ᾁறிᾛᾌகளா᾿ ᾁறிᾰகᾺபᾌகிᾹறன. n வாிைசᾜ῀ள ஒᾞ பலபᾊᾲ சமᾹபா᾵ᾌᾰᾁ n விைடக῀
உ῀ளன எᾹᾠ நிᾟபிᾰகலாΆ. அதாவᾐ, இᾞபᾊᾲ சமᾹபா᾵ᾌᾰᾁ இரᾶᾌ விைடக῀.
அᾺபᾊெயᾹறா᾿ எᾹன அ᾽ᾷதΆ? x எᾹᾔΆ மாறி எᾸத மதிᾺைபᾜΆ எᾌᾷᾐᾰெகா῀ளலாΆ எᾹᾠ
பா᾽ᾷேதாΆ. x எᾸத மதிᾺைப எᾌᾷᾐᾰெகாᾶடாᾤΆ, இடᾐபᾰகΆ உ῀ள பலபᾊᾲ சா᾽ᾗ,
ᾆழியமாᾁமா? ஆகாᾐ. x, ᾁறிᾺபி᾵ட இரᾶᾌ மதிᾺைப எᾌᾰᾁΆேபாᾐதாᾹ இᾞபᾊᾲ சா᾽ᾗ, ᾆழியΆ
எᾹᾔΆ மதிᾺைபᾺ ெபᾠΆ. x பிற மதிᾺᾗகைள எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦΆேபாᾐ இᾞபᾊᾲ சா᾽பிᾹ மதிᾺᾗ
ᾆழியமாக இ᾿லாம᾿ ேவᾠ மதிᾺᾗகைளᾺ ெபᾠΆ. ேமேல ᾁறிᾺபி᾵ட இᾞபᾊᾲ சா᾽ᾗ, x எᾹற மாறி,
p, q ஆகிய மதிᾺᾗகைளᾺ ெபᾠΆேபாᾐ ᾆழியமாகிறᾐ எᾹᾠ ைவᾷᾐᾰெகா῀ேவாΆ.
அᾺபᾊெயᾹறா᾿,

(x − p)(x − q) = 0

அ᾿லᾐ, x2 − (p + q)x + pq = 0

ேமேல உ῀ள சமᾹபா᾵ைட ᾙதᾢ᾿ எᾨதிய இᾞபᾊᾲ சமᾹபா᾵ᾌடᾹ ஒᾺபி᾵ᾌᾺ பா᾽ᾷதா᾿, நாΆ
இῂவாᾠ ெசா᾿லᾙᾊᾜΆ:
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p + q = − b

a

pq = c

a

இᾸத இரᾶᾌ சமᾹபாᾌகைளᾜΆ ெகாᾶᾌ, p, q ஆகியவιைற a, b, c ஆகியைவ ᾚலΆ
ெகாᾌᾰகᾙᾊᾜΆ.

(p + q)2 = p2 + q2 + 2pq

(p − q)2 = p2 + q2 − 2pq

(p − q)2 = (p + q)2 − 4pq = b2 −4ac
a2

இரᾶᾌ பᾰகᾷᾐᾰᾁΆ வ᾽ᾰகᾚலΆ எᾌᾷதா᾿, கிைடᾺபᾐ:

p − q = b2 −4ac√
a

இᾺேபாᾐ, p, q ஆகியவιைறᾺ ெபறலாΆ:

p =
(p+q)+(p−q)

2 = −b+ b2 −4ac√
2a

q =
(p+q)−(p−q)

2 = −b− b2 −4ac√
2a

ப῀ளிᾰᾂடᾷதி᾿ கணிதΆ பᾊᾰᾁΆேபாᾐ இவιைறᾺ பா᾽ᾷத ஞாபகΆ வᾞகிறதா? இᾸதᾷ தீ᾽ைவ பல
இடᾱகளி᾿ மீᾶᾌΆ மீᾶᾌΆ பயᾹபᾌᾷᾐேவாΆ. ஒᾞ பலபᾊᾲ சமᾹபா᾵ᾊᾹ விைடக῀, அᾸதᾲ
சமᾹபா᾵ᾊᾹ ᾚலᾱக῀ எனᾺபᾌΆ.

இᾺேபாᾐ விகிதᾙறா எᾶகᾦᾰᾁ (irrational numbers) மீᾶᾌΆ வᾞேவாΆ. எ᾿லா விகிதᾙறா
எᾶகைளᾜΆ பலபᾊᾲ சமᾹபாᾌகளிᾹ ᾚலᾱகளாகᾺ பா᾽ᾰகᾙᾊᾜΆ. இᾸதᾲ சமᾹபா᾵ᾊᾹ
ெகᾨᾰக῀ (co-efficients) விகிதᾙᾠΆ எᾶகளாக இᾞᾸதாᾤΆᾂட, ᾚலᾱக῀ விகிதᾙறா எᾶகளாக
வᾞΆ. உதாரணᾷᾐᾰᾁ 2√  எᾹபᾐ x2 − 2 = 0 எᾹᾔΆ இᾞபᾊᾲ சமᾹபா᾵ᾊᾹ ஒᾞ ᾚலமாᾁΆ.
மιெறாᾞ ᾚலΆ − 2√ .

இᾺேபாᾐ ெமாᾷதΆ ᾚᾹᾠவிதமான எᾶக῀ இᾞᾺபதாக நீᾱக῀ நிைனᾰகலாΆ. ஒᾹᾠ ᾙᾨ
எᾶக῀. இரᾶᾌ விகிதᾙᾠ எᾶக῀ (பிᾹனᾱக῀). ᾚᾹறாவதாக பலபᾊᾲ சமᾹபாᾌகளிᾹ
ᾚலᾱகளான விகிதᾙறா எᾶக῀.

ஆனா᾿ உᾶைம அᾐவᾹᾠ! இᾸத எᾶகᾦᾰᾁ῀ சிᾰகாத பல எᾶக῀ உ῀ளன. அᾺபᾊᾺப᾵ட
எᾶகளி᾿ இரᾶᾌ மிகᾫΆ ᾆவாரசியமான எᾶகைள நாைள பா᾽ᾺேபாΆ!
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எᾶஎᾶஎᾶஎᾶ ᾁறிᾛᾌᾁறிᾛᾌᾁறிᾛᾌᾁறிᾛᾌ
நாΆ ப᾿ேவᾠ எᾶகைளᾺ பιறிᾺ ேபசிᾰெகாᾶᾊᾞᾰகிேறாΆ. ஆனா᾿ ᾙᾸைதய காலᾱகளி᾿ இᾸத
எᾶக῀ எᾺபᾊᾰ ᾁறிᾺபிடᾺப᾵ᾊᾞᾸதன எᾹபைதᾺ பιறி இᾐவைர ேபசவி᾿ைல. கிேரᾰக᾽க῀
வைரகணிதΆ, எᾶக῀ ஆகியவιைறᾺ பιறி நிைறய விஷயᾱகைள ஆராᾼᾸᾐ கιறிᾞᾸதன᾽.
ஆனா᾿ அவ᾽க῀ ᾗழᾱᾁவதιᾁ மிகᾫΆ கᾊனமான எᾶ ᾁறிᾛᾌகைளᾺ பயᾹபᾌᾷதின᾽. கிேரᾰக
எᾶ ᾁறிᾛᾌக῀ ஒῂெவாᾹᾠᾰᾁΆ ஒᾞ ᾁறிᾺபி᾵ட மதிᾺᾗ இᾞᾸதᾐ. அதாவᾐ, Ι=1, Π=5, ∆=10,
Π∆=50, Η=100, ΠΗ=500.

இடᾐᾗறΆ இᾞᾺபᾐ கிேரᾰக எᾨᾷᾐக῀. Ι எᾹபைத அேயா᾵டா எᾹᾠ உᾲசாிᾰகேவᾶᾌΆ. Π
எᾹறா᾿ ைப. ∆ எᾹறா᾿ ெட᾿᾵டா. Η எᾹறா᾿ ஈ᾵டா.

கி.ᾙ. நாᾹகாΆ ᾓιறாᾶᾊ᾿ ஒᾞ ᾗதிய ᾙைற கிேரᾰகᾷதி᾿ ᾗᾁᾷதᾺப᾵டᾐ. 1, 2, 3 ... 9 ஆகிய
எᾶக῀ ஒῂெவாᾹᾠᾰᾁΆ ஒᾞ ᾁறிᾛᾌ. 10, 20, 30 ... 90 ஆகிய ஒῂெவாᾹᾠᾰᾁΆ ஒᾞ ᾁறிᾛᾌ.
அேதேபால, 100, 200, 300 ... 900 ஆகியவιᾠᾰᾁ. ெமாᾷதΆ 27 ᾁறிᾛᾌக῀ ேதைவᾺப᾵டன. ஆனா᾿
கிேரᾰக ெமாழியி᾿ இᾞᾸதேதா 24 எᾨᾷᾐᾰக῀தாᾹ. எனேவ அᾸத 24-உடᾹ ேமᾤΆ ᾚᾹᾠ பைழய
எᾨᾷᾐᾰ ᾁறிᾛᾌகைளᾲ ேச᾽ᾷᾐᾰெகாᾶடன᾽. 1,000-ஐ விடᾲ சிறிய எᾸத எᾶைணᾜΆ
இவιைறᾰெகாᾶᾌ ᾁறிᾺபிடலாΆ. 435 எᾹற எᾶைண 400(υ)+30(λ)+5(ε) எᾹᾠ எᾨதிவிᾌவா᾽க῀.
அதாவᾐ υλε.

அᾸதᾰ காலᾺ ப῀ளிᾰ ᾁழᾸைதகைள நிைனᾷᾐᾺ பாᾞᾱக῀! எῂவளᾫ பாவமாக இᾞᾸதிᾞᾰᾁΆ? சாி,
999 வைர ஒᾺேபιறிவிடலாΆ. அதιᾁேம᾿? இᾸதᾰ ᾁறிᾛᾌகைளேய ைவᾷᾐ 1,000-க῀, 10,000-க῀,
100,000-க῀ ஆகியவιைறᾰ ᾁறிᾷதா᾽க῀. ஆனா᾿ அᾸதᾰ ᾁறிᾛ᾵ᾊᾹᾙᾹ ஒᾞ சிᾹன ேகாᾌ
இᾞᾰᾁΆ.

ேராமானிய᾽கᾦΆ இைதᾺேபாᾹேற ஒᾞ எᾶ ᾁறிᾛ᾵ைட ைவᾷதிᾞᾸதன᾽. இᾹᾠΆᾂட இᾸதᾰ
ᾁறிᾛᾌ ᾗழᾰகᾷதி᾿ உ῀ளᾐ, கᾊகாரᾱக῀ சிலவιறி᾿ பா᾽ᾰகலாΆ. இᾺேபாᾐ ᾗழᾰகᾷதி᾿ உ῀ள
ேராமானிய எᾶ ᾁறிᾛ᾵ᾊ᾿, I=1, II=2, III=3, IV=4, V=5, VI=6, VII=7, VIII=8, IX=9, X=10, L=50,
C=100, D=500, M=1000. 2008-Ά ஆᾶᾌ எᾹபைத MMVIII எᾹᾠ ᾁறிᾺபிᾌகிேறாΆ. நாΆ ேமேல
பா᾽ᾷத 435-ஐ CDXXXV எᾹᾠ ᾁறிᾺபிᾌகிேறாΆ. இᾱேக CD = D-C = 500-100=400. XXX = 30. V=5.
CDXXXV எᾹற எᾶைண MMVIII எᾹற எᾶணா᾿ ெபᾞᾰகேவᾶᾌΆ எᾹறா᾿ எᾹன ஆᾁΆ எᾹᾠ
ேயாசிᾷᾐᾺ பாᾞᾱக῀!

இᾺேபாᾐ ᾗழᾰகᾷதி᾿ இᾞᾰᾁΆ எᾶக῀ இᾸதியாவி᾿ ேதாᾹறின. அேரபியா வழியாக
ஐேராᾺபாᾫᾰᾁᾲ ெசᾹறன. இᾸத எᾶ ᾙைறᾰᾁ ஹிᾸᾐ-அராபிᾰ எᾶக῀ எᾹᾠ ெபய᾽. எᾶக῀
அைனᾷᾐΆ பᾷதᾊமானᾷதி᾿ (decimal) வழᾱகᾺப᾵டன. ெமாᾷதΆ 10 ᾁறிᾛᾌக῀ ம᾵ᾌேம ேதைவ. 1
ᾙத᾿ 9 வைர, ᾂடேவ '0' (ᾆழியΆ). ᾙத᾿ᾙைறயாக '0' எᾹற எᾶᾎᾰᾁ ஒᾞ ᾁறிᾛᾌ
ெகாᾌᾰகᾺப᾵டᾐ.

கிேரᾰக, ேராமானிய᾽க῀ ᾆழியᾷைத சாியாகᾺ ᾗாிᾸᾐெகா῀ளவி᾿ைல. இᾸத எᾶ இᾸதிய கணித
வ᾿ᾤன᾽களா᾿ பயᾹபᾌᾷதᾺப᾵டᾐ. கி.ᾙ. 400 ᾙத᾿ கி.பி. 400-ᾰᾁ῀ இᾸத எᾶக῀ இᾸதியாவி᾿
ேதாᾹறியிᾞᾰகேவᾶᾌΆ எᾹᾠ கணிᾰகிறா᾽க῀. 0-9-ᾰகான ᾁறிᾛᾌக῀ ெதாடᾰகᾷதி᾿ பிராமி
வாிவᾊவᾷதி᾿ இᾞᾸதன.

RangaRakes tamilnavarasam.com



கி.பி. 825-᾿ அ᾿ ᾰவாாிῄமி எᾹபவ᾽ பாரசீக ெமாழியி᾿ 'ஹிᾸᾐ எᾶகைள ைவᾷᾐᾰ கணᾰகிᾌவᾐ'
எᾹற ᾗᾷதகᾷைத எᾨதினா᾽. இᾸதᾺ ᾗᾷதகΆ 12-Ά ᾓιறாᾶᾊ᾿ லᾷதீᾹ ெமாழிᾰᾁ மாιறᾺப᾵டᾐ
(Algoritmi de numero Indorum). அᾱகிᾞᾸᾐ ஃபிபேனாᾲசி எᾹற இᾷதாᾢய கணித வ᾿ᾤன᾽ ᾚலΆ
ஐேராᾺபா ᾙᾨவᾐΆ பரவியᾐ. ஃபிபேனாᾲசி பιறி ேமᾤΆ பா᾽ᾰகᾺேபாகிேறாΆ.

இᾸதியாவி᾿ பிராமி வாிவᾊவᾷதி᾿ இᾞᾸத எᾶக῀ பிᾹன᾽ ேதவநாகாி வᾊவிᾤΆ தமி῁ வᾊவிᾤΆ
எᾨதᾺப᾵டன. அராபிய᾽க῀ ேதவநாகாி வᾊைவᾺ பிᾹபιறி தᾱகளᾐ வாிவᾊவᾷைத
ஏιபᾌᾷதிᾰெகாᾶடன᾽. ஐேராᾺபிய᾽க῀ அேரபிய வᾊவᾷைத மாιறின᾽. இᾹᾠ, இᾺேபாᾐ நாΆ
வழᾱᾁΆ வᾊவΆ ᾙᾸைதய ஐேராᾺபிய வᾊவᾱகளிᾢᾞᾸᾐ இᾠதியாக உᾞவானᾐ.

தமி῁ எᾶ வᾊவᾱக῀ இᾹᾠ ᾙιறிᾤமாக அழிᾸᾐவி᾵டன. ᾝனிேகா᾵ எᾨᾷᾐᾞவி᾿ இவιைறᾰ
காணலாΆ. ஆனா᾿ ேதவநாகாி எᾶ வᾊவᾱக῀ இᾹᾠΆ வட இᾸதிய ேபᾞᾸᾐகளி᾿ காணᾺப᾵ᾌ
நமᾰᾁᾺ ெபᾞΆ ெதா᾿ைலையᾰ ெகாᾌᾰகிᾹறᾐ. அேரபிய நாᾌகளி᾿ இᾹᾠΆ அவ᾽களᾐ எᾶ வாி
வᾊவᾱக῀ பயᾹபᾌᾷதᾺபᾌவதாகᾰ ேக῀வி.

ᾆழியᾙΆᾆழியᾙΆᾆழியᾙΆᾆழியᾙΆ எதி᾽எதி᾽எதி᾽எதி᾽ எᾶகᾦΆஎᾶகᾦΆஎᾶகᾦΆஎᾶகᾦΆ

சமῄகிᾞதᾷதி᾿ ᾇᾹய, அரபியி᾿ ᾭஃᾺ᾽, இᾷதாᾢ ெமாழியி᾿ ெஸஃபிேரா, பிெரᾴசி᾿ ெஸேரா,
ஆᾱகிலᾷதி᾿ ᾮேரா எனᾺபᾌவᾐ, தமிழி᾿ ᾘᾳயΆ, ᾆழி, ᾆழியΆ எᾹᾠ அைழᾰகᾺபᾌகிறᾐ.

கி.பி. 628-᾿ பிரΆமᾁᾺத᾽ தாᾹ எᾨதிய Ὰர῅மῄᾗட சிᾷதாᾸதΆ எᾹற ᾓᾢ᾿ ᾆழியᾷைதᾜΆ எதி᾽
எᾶகைளᾜΆ (negative numbers) எᾺபᾊᾺ பயᾹபᾌᾷᾐவᾐ எᾹᾠ ᾁறிᾺபிᾌகிறா᾽. அவιᾠᾰகான
'அ᾿ஜீᾺரா' விதிகைளᾜΆ விளᾰᾁகிறா᾽.

ᾆழியᾷைதᾜΆ எதி᾽ எᾶைணᾜΆ ᾂ᾵ᾊனா᾿ கிைடᾺபᾐ எதி᾽ எᾶ. ᾆழியᾷைதᾜΆ ேந᾽
எᾶைணᾜΆ (positive number) ᾂ᾵ᾊனா᾿ கிைடᾺபᾐ ேந᾽ எᾶ. ᾆழியᾷைத, ᾆழியᾷᾐடᾹ
ᾂ᾵ᾊனா᾿ கிைடᾺபᾐ ᾆழியΆ. இῂவாᾠ ெதாடᾱகி, இᾸத எᾶகைளᾺ ெபᾞᾰகினா᾿ எᾹன ஆᾁΆ,
ᾂ᾵ᾊனா᾿ எᾹன ஆᾁΆ என எ᾿லாவιைறᾜΆ விளᾰᾁகிறா᾽ பிரΆமᾁᾺத᾽.

அதιᾁ சில ᾓιறாᾶᾌக῀ கழிᾷᾐ பாῄகர᾽ (2) எᾹபவ᾽, 12-Ά ᾓιறாᾶᾊ᾿ அாிதேம᾵ᾊᾰ,
அ᾿ஜீᾺரா ஆகியவιைற விளᾰகி ᾣலாவதி, ᾖஜகணிதΆ எᾹற இரᾶᾌ ᾗᾷதகᾱகைள எᾨதினா᾽.
இவ᾽ பிᾹன᾽ சிᾷதாᾸத சிேராமணி எᾹற ᾗᾷதகᾷதி᾿ ேகாள வᾊவᾺ ெபாᾞ῀க῀ பιறிᾜΆ வானிய᾿,
ேகா῀களிᾹ நடமா᾵டΆ பιறிᾜΆ எᾨதினா᾽.

நாΆ ேநιᾠ பா᾽ᾷத இᾞபᾊᾲ சமᾹபாᾌகளிᾹ தீ᾽ைவ ᾙதᾢ᾿ ெகாᾌᾷதவ᾽ பாῄகர᾽தாᾹ.
இᾷᾐடᾹ, ᾙᾺபᾊᾲ சமᾹபாᾌகளிᾹ தீ᾽ᾫ, அதιᾁ ேமιப᾵ட பலபᾊᾲ சமᾹபாᾌகைளᾷ
தீ᾽ᾰகᾙᾊᾜமா ᾙᾊயாதா ேபாᾹற பலவιைற பாῄகரா ᾣலாவதியி᾿ எᾨதிᾜ῀ளா᾽. இவιைற நாΆ
பிᾹன᾽ பா᾽ᾰகᾺ ேபாகிேறாΆ. இᾸத சமῄகிாித ᾓ᾿களிᾹ ஆᾱகில ெமாழியாᾰகΆ ெஹᾹறி தாமῄ
ேகா᾿ᾗᾟᾰ எᾹபவரா᾿ ெசᾼயᾺப᾵ᾌ (Algebra, with Arithmetic and Mensuration, from the Sankrit of
Brahmagupta and Bhaskara) கிைடᾰகிறᾐ.

அᾌᾷத சில பதிᾫகளி᾿ நாΆ ᾙᾹன᾽ ᾁறிᾺபி᾵ᾊᾞᾸத சில ᾙᾰகியமான எᾶகைளᾺ பιறி
ேபᾆேவாΆ.
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π (ைபைபைபைப)
இயιைகயி᾿ மிகᾲசில வᾊவᾱகளா᾿ ம᾵ᾌேம வ᾵டΆ அ᾿லᾐ ேகாளᾷᾐடᾹ ேபா᾵ᾊேபாட
ᾙᾊᾜΆ.

வ᾵டΆ எᾹபᾐ மிகᾰ கᾲசிதமான ஒᾞ வᾊவΆ. c எᾹற ᾗ῀ளிைய எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀. r நீளᾙ῀ள
ஒᾞ கயிைற எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀. அனᾸதᾰ கயிιறிᾹ ஒᾞ ᾙைனைய c-யி᾿ ைவᾷᾐ, கயிιைற
இᾨᾷᾐᾺ பிᾊᾷᾐ மᾠᾙைனைய c-ஐᾲ ᾆιறிவᾞமாᾠ ெசᾼᾜᾱக῀. உᾱகᾦᾰᾁᾰ கிைடᾰᾁΆ
வᾊவΆதாᾹ வ᾵டΆ. இேத ஐᾊயாைவ ᾙᾺபாிமாணᾷதி᾿ ெசᾼᾐ பாᾞᾱக῀. உᾱகᾦᾰᾁᾰ
கிைடᾺபᾐ ேகாளΆ. ைமயᾷதிᾢᾞᾸᾐ ெவளிᾺᾗறᾷதி᾿ உ῀ள எᾸதᾺ ᾗ῀ளிᾰᾁமான ᾑரΆ r ஆக
இᾞᾰᾁΆ.

நாΆ வாᾨΆ ᾘமி கி᾵டᾷத᾵ட ேகாள வᾊவமானᾐ. வானி᾿ இᾞᾰᾁΆ பல ெபாᾞ῀கᾦΆ கி᾵டᾷத᾵ட
ேகாள வᾊவமானைவ. ஒᾞ ᾐளி நீ᾽ கீேழ ெசா᾵ᾌΆேபாᾐ ேகாள வᾊைவ எᾌᾷᾐᾰெகா῀கிறᾐ.

(ஈ᾽Ὰᾗ விைச காரணமாக அᾸதᾰ ேகாளΆ சιேற மாᾠபᾌΆ.)

வ᾵டᾷᾐᾰᾁ அᾺபᾊ எᾹன ெபᾞைம? ஒᾞ கைத ெசா᾿வா᾽க῀. ஓ᾽ அரசᾹ, தᾹ அைவயி᾿ இᾞᾸத
ᾗᾷதிசாᾢ ஒᾞவைன ெமᾲசி, அவᾔᾰᾁᾺ பாிᾆ ெகாᾌᾰக விᾞΆபினானாΆ. ஒᾞ நீᾶட கயிιைற
அவனிடΆ ெகாᾌᾷᾐ, இᾸதᾰ கயிιறா᾿ எῂவளᾫ இடᾷைதᾲ ᾆιறி வைளᾷᾐᾰெகா῀ள ᾙᾊᾜேமா,
அῂவளᾫ இடᾷைதᾜΆ நீேய ைவᾷᾐᾰெகா῀ளலாΆ எᾹறானாΆ. ᾁறிᾺபி᾵ட ᾆιறளவா᾿
ᾇழᾺப᾵ட இடΆ மிக அதிகமானதாக இᾞᾰகேவᾶᾌமானா᾿, அᾐ எᾸத வᾊவᾷதி᾿
இᾞᾰகேவᾶᾌΆ? வ᾵டΆ எᾹபᾐதாᾹ இதιகான விைட. அேதேபால ᾁறிᾺபி᾵ட பரᾺபளவா᾿
ᾇழᾺப᾵ட ெகா῀ளிடΆ மிக அதிகமானதாக இᾞᾰகேவᾶᾌமானா᾿, அᾸத வᾊவΆ, ேகாளமாக
இᾞᾰகேவᾶᾌΆ.

இைதேய மாιறிᾲ ெசா᾿வதானா᾿, ெகாᾌᾷத ெகா῀ளளᾫᾰᾁ, மிகᾰ ᾁைறᾸத பரᾺபளைவ
எᾌᾷᾐᾰெகா῀ளᾰᾂᾊய வᾊவΆ எᾹன எᾹற ேக῀விைய எᾨᾺபலாΆ. விட - ேகாளΆ.

இᾐேபாᾹற ெபᾞமΆ (maxima), சிᾠமΆ (minima) ஆகியவιைற கா᾿ᾁலῄ எனᾺபᾌΆ கணிᾺபிய᾿
பιறிᾺ பா᾽ᾰᾁΆேபாᾐ எᾌᾷᾐᾰெகா῀ேவாΆ.

இᾺேபாைதᾰᾁ வ᾵டᾷᾐᾰᾁ மீᾶᾌΆ வᾞேவாΆ. ஒᾞ வ᾵டᾷᾐᾰᾁ r எᾹபᾐ ஆரமாக (radius)

இᾞᾸதா᾿, அᾸத வ᾵டᾷதிᾹ ᾆιறளᾫ எᾹன? அ᾿லᾐ, ஒᾞ வ᾵டᾷதிᾹ ᾆιறளᾫᾰᾁΆ அதᾹ
ஆரᾷᾐᾰᾁமான விகிதΆ எᾹன? வசதிᾰகாக, ஆரΆ எᾹபைதவிட வி᾵டΆ (diameter = ஆரᾷைதᾺ
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ேபால இᾞமடᾱᾁ) எᾹபைத எᾌᾷᾐᾰெகா῀ேவாΆ. வ᾵டᾷதிᾹ ᾆιறளᾫᾰᾁΆ அதᾹ
வி᾵டᾷᾐᾰᾁமான விகிதΆ எᾹன?

இᾸதᾰ ேக῀விᾰகான விைட ᾆமா᾽ 3,000 ஆᾶᾌகᾦᾰᾁ ᾙᾹனதாகேவ பல பழைமயான
சᾚகᾱகᾦᾰᾁᾷ ெதாிᾸதிᾞᾸதᾐ. பாபிேலானிய᾽க῀, எகிᾺதிய᾽க῀, பைழய ஏιபா᾵ᾌ
இῄரேவல᾽க῀, கிேரᾰக᾽க῀, ேவதகால இᾸதிய᾽க῀, சீன᾽க῀ என அைனவᾞΆ இதιகான
விைடைய அறிᾸதிᾞᾸதன᾽. இᾹᾠ நாΆ இᾸத விகிதᾷைத π எᾹᾠ எᾨᾐகிேறாΆ. 'ைப' எᾹᾠ
அைழᾰகிேறாΆ.

அைனவᾞᾰᾁΆ இᾐ எᾹன எᾹᾠ ெதாிᾸதிᾞᾸதாᾤΆ, இதιகான சாியான விைடையᾰ கᾶᾌபிᾊᾰக
கῃடᾺப᾵டன᾽. அᾺேபாைதய மᾰகᾦᾰᾁ விகிதᾙᾠ பிᾹனᾱக῀ ம᾵ᾌΆதாᾹ ெதாிᾸதிᾞᾸதன
எᾹபைத நிைனவி᾿ ைவᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀. இᾺேபாைதய தசம (decimal) ᾁறிᾛ᾵ᾌ ᾙைற
அᾺேபாᾐ இᾞᾸதிᾞᾰகவி᾿ைல. எனேவ π-ஐ இரᾶᾌ எᾶகளிᾹ விகிதமாகᾲ ெசா᾿லேவᾶᾌΆ.

π-ᾰᾁ மிக ெநᾞᾱகிய ᾙᾨ எᾶ 3. பாபிேலானிய᾽க῀, 258  எᾹபைதᾜΆ, எகிᾺதிய᾽க῀, 25681

எᾹபைதᾜΆ, ேவதகால இᾸதிய᾽க῀, 339108 எᾹபைதᾜΆ பயᾹபᾌᾷதின᾽.

இᾹᾠ ப῀ளிᾺᾗᾷதகᾱகளி᾿ நாΆ பா᾽ᾰᾁΆ 227  எᾹபைத கிேரᾰக᾽ ஆ᾽ᾰகிெமᾊῄ ெகாᾌᾷதா᾽.
இவ᾽தாᾹ ᾁளிᾷᾐᾰெகாᾶᾊᾞᾰᾁΆேபாᾐ ᾜேரகா எᾹᾠ கᾷதிᾰெகாᾶᾌ அΆமணமாகᾷ ெதᾞவி᾿
ஓᾊயதாக ஒᾞ கைத உᾶᾌ! ஒᾞ ᾁறிᾺபி᾵ட எைடᾜ῀ள ெபாᾞ῀ ஒᾹைற தᾶணீாி᾿
அமி῁ᾷதினா᾿, அᾸதᾺ ெபாᾞ῀, தᾹ எைடயளᾫᾰᾁ தᾶணீைர ெவளிேயιᾠΆ எᾹபைதᾷதாᾹ
அவ᾽ தᾹᾔைடய பாᾷ டᾺபி᾿ அமிᾨΆேபாᾐ கᾶᾌபிᾊᾷதா᾽!

ஆ᾽ᾰகிெமᾊῄ ெகாᾌᾷத π = 227  எᾹபᾐதாᾹ ᾙᾨ உᾶைம எᾹᾠ வா῁நா῀ ᾙᾨவᾐΆ
நிைனᾷதிᾞᾺபவ᾽க῀. பலேகாᾊ. உᾶைமயி᾿, 227  எᾹபᾐ π-ஐவிட சιேற ெபாியᾐ. சீன᾽க῀ 355113

எᾹற விகிதᾷைதᾺ பயᾹபᾌᾷதின᾽. இᾐ π-ᾰᾁ ெவᾁ அᾞகி᾿ இᾞᾰகᾰᾂᾊயᾐ.

ஆனா᾿ இைவ எ᾿லாேம ேதாராயமான மதிᾺᾗகேள. ஏᾹ எᾹபைத நீᾱக῀ எளிதாக இᾸேநரΆ
கᾶᾌபிᾊᾷதிᾞᾺᾖ᾽க῀. ஏெனனி᾿ π ஒᾞ விகிதᾙறா எᾶ. இதιகான நிᾟபணᾷைத பிᾹன᾽ ேநரΆ
வᾞΆேபாᾐ பா᾽ᾺேபாΆ. அதιᾁᾷ ேதைவயான கணிᾺபிய᾿ (Calculus) அ᾿லᾐ ேகாணவிய᾿
(Trignometry) பιறி நாΆ இᾹனᾙΆ பா᾽ᾰகᾷ ெதாடᾱகவி᾿ைல.

π ᾙதᾢ᾿ வைரகணிதΆ ெதாட᾽பாகᾰ கᾶᾌபிᾊᾰகᾺப᾵டᾐ. ஆனாᾤΆ இᾹᾠ எᾸதᾷ ᾐைற சா᾽Ᾰத
கணிதᾺ ᾗᾷதகᾷைத எᾌᾷதாᾤΆ, π-ஐᾺ பா᾽ᾰகாம᾿ இᾞᾰகᾙᾊயாᾐ.

ᾯனிவாச ராமாᾔஜᾔᾰᾁ π மீᾐ தீராᾰ காத᾿ இᾞᾸதᾐ. தᾹᾔைடய ேநா᾵ᾌᾺᾗᾷதகᾷதி᾿ π-ஐᾰ
கணᾰகிட பல ᾙᾊவி᾿லா ெதாட᾽கைள (Infinite series) அவ᾽ எᾨதிைவᾷதிᾞᾸதா᾽. ேமேலா᾵டமாகᾺ
பா᾽ᾰᾁΆேபாᾐ, எᾱகிᾞᾸᾐ இᾸதᾷ ெதாட᾽க῀ வᾸதன எᾹᾠ யாᾞᾰᾁΆ ᾗாியாᾐ. உதாரணᾷᾐᾰᾁ
இᾸதᾲ சமᾹபா᾵ைடᾺ பாᾞᾱக῀:

1
π
= 2 2√
9801∑k=0

∞ (4k)!(1103+26390k)

(k)!4(396)4k

இᾐ ஒᾞ ᾙᾊவιற ெதாட᾽ (இᾐேபாᾹற ெதாட᾽கைளᾺ பிᾹன᾽ பா᾽ᾰகᾺ ேபாகிேறாΆ). அதாவᾐ
எ᾿ைலயி᾿லாத, ᾙᾊேவ இ᾿லாத பல எᾶகளிᾹ ᾂ᾵ᾌᾷெதாைக இᾐ. ேமேல உ῀ள சமᾹபா᾵ᾊ᾿,
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ஃேபᾰேடாாிய᾿ எᾹᾠ ெசா᾿லᾺபᾌΆ k ! ஒᾹᾠ உ῀ளᾐ. இᾱேக k ஒᾞ ேந᾽ ᾙᾨ எᾶ (Positive

integer). கீேழ உ῀ளவιறி᾿ . எᾹபᾐ ெபᾞᾰகைலᾰ ᾁறிᾰᾁΆ.

3! = 3.2.1 = 6

7! = 7.6.5.4.3.2.1 = 5040

k ! = k(k − 1)(k − 2)(k − 3)...(3)(2)(1)

ேமᾤΆ, 0! = 1. எᾸத எᾶணிᾹ பᾊᾜΆ 0-வாக இᾞᾸதா᾿, அதᾹ விைட 1. அதாவᾐ, 50 = 1. x0 = 1, x
எᾐவாக இᾞᾸதாᾤΆ. இவιைற ைவᾷᾐᾰெகாᾶᾌ, ᾂ᾵ட᾿ ᾁறிᾛᾌ ∑ -Ᾱகீ῁ இᾞᾰᾁΆ ᾙத᾿ எᾶ
1103 ஆக வᾞΆ. இரᾶடாΆ எᾶ 

4!(1103+26390)

3964
= 659832
24591257856. ஒᾞ ஜாᾢᾰகாக ᾚᾹறாΆ எᾶைணᾰ

கᾶᾌபிᾊᾷதா᾿ வᾞவᾐ, 2172562560
604729962940281716736. இதιᾁΆ அᾌᾷத எᾶைண கா᾿ᾁேல᾵ட᾽ ெகாᾶᾌ

கᾶᾌபிᾊᾰக நிைனᾷதா᾿, உᾱகᾦᾰᾁ எᾹ ஆசீ᾽வாதᾱக῀! இனி வᾞΆ எᾶக῀ எ᾿லாேம
ᾆழியᾷᾐᾰᾁ மிக அᾞகி᾿ ெச᾿வதா᾿, அவιைற ெவ᾵ᾊவிடலாΆ. இᾺேபாᾐ π-Ᾱ மதிᾺᾗ எᾹன
எᾹᾠ பா᾽ᾰகலாமா?

1
π
= 2 2√
9801 1103 +

659832
24591257856 +

2172562560
604729962940281716736







அᾌᾷத பதிவி᾿, ராமாᾔஜᾹ π-Ᾱ மதிᾺைபᾰ கணᾰகிடᾰ கᾶᾌபிᾊᾷத சமᾹபாᾌக῀
சிலவιைறᾺபா᾽ᾺேபாΆ.
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ெதாட᾽ெதாட᾽ெதாட᾽ெதாட᾽ வாிைசக῀வாிைசக῀வாிைசக῀வாிைசக῀
π எᾹᾔΆ எᾶᾎᾰᾁΆ அைதᾺேபாᾹற பிற சிறᾺᾗ எᾶகᾦᾰᾁΆ பிறᾁ வᾞேவாΆ. ராமாᾔஜᾹ
π-ஐᾰ கணிᾰகᾰ ெகாᾌᾷத பல ஃபா᾽ᾙலாᾰகைளᾜΆ பிறᾁ பா᾽ᾺேபாΆ. இவιைறᾺ ᾗாிᾸᾐெகா῀ள
நமᾰᾁ ேவᾠசில அᾊᾺபைட விஷயᾱக῀ ேதைவᾺபᾌகிᾹறன. அவιைற இᾺேபாᾐ பா᾽ᾺேபாΆ.
இைவ ெதாட᾽ வாிைசக῀, ெதாட᾽ பிᾹனᾱக῀, ெதாட᾽ ᾚலᾱக῀ ஆகியைவ. இவιைற மீᾶᾌΆ
மீᾶᾌΆ நாΆ பா᾽ᾰக இᾞᾺபதா᾿, இᾱேக ெகாᾴசΆ கவனமாகᾺ பா᾽ᾷᾐவிᾌேவாΆ.

அதιᾁᾙᾹ, 'ᾙᾊவிᾢ' எᾹற கᾞᾷைதᾺ பா᾽ᾰகேவᾶᾌΆ. இைத ஆᾱகிலᾷதி᾿ இᾹஃபினி᾵ᾊ எᾹᾠ
அைழᾰகிேறாΆ; ∞ எᾹற ᾁறிᾛ᾵டா᾿ எᾨᾐகிேறாΆ. நமᾰᾁ ᾆழியΆ எᾹறா᾿ எᾹன எᾹᾠ ᾗாிகிறᾐ.

ஒᾹᾠேம இ᾿லாதைதᾰ ᾁறிᾺபᾐ ᾆழியΆ. 1, 2 எᾹறாᾤΆ எᾹன எᾹᾠ ᾗாிகிறᾐ. ᾙᾊவிᾢ எᾹறா᾿
எᾹன?

ᾙᾊவிᾢ எᾹபᾐ ஒᾞ ᾁறிᾺபி᾵ட எᾶைணᾰ ᾁறிᾺபத᾿ல. அᾐ ஒᾞ கᾞᾷᾐ. எᾱேகா ெதாைலவி᾿
இᾞᾰᾁΆ ஒᾞ ᾗ῀ளி எᾹᾠ ைவᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀. ெநᾞᾱகேவ ᾙᾊயாத, எᾶணேவ ᾙᾊயாத ஒᾞ
நிைல. பிரΆமᾁᾺத᾽, ᾆழியᾷைத எῂவாᾠ கணᾰகி᾿ பயᾹபᾌᾷᾐவᾐ எᾹᾠ சில விதிகைளᾰ
ெகாᾌᾷதிᾞᾸதா᾽ எᾹᾠ ஏιெகனேவ பா᾽ᾷதிᾞᾸேதாΆ அ᾿லவா? அைவயாவன:

x + 0 = x

x − 0 = x

x.0 = 0

0 − x = x

ஆனா᾿ பிரΆமᾁᾺத᾽ ஒᾞ தவைறᾲ ெசᾼதிᾞᾸதா᾽: 0
0
= 1 எᾹᾠ எᾨதியிᾞᾸதா᾽. ஆனா᾿ இᾐ

சாியானத᾿ல. இᾺெபாᾨᾐ நாΆ ᾙᾊவிᾢைய இῂவாᾠ வைரயᾠᾰகலாΆ:

1

0
= ∞

∞ + x = ∞, x ᾙᾊᾫ῀ளᾐ.

∞− x = ∞, x ᾙᾊᾫ῀ளᾐ.

∞.x = ∞, x ᾙᾊᾫ῀ளᾐ.

x

∞
= 0, x ᾙᾊᾫ῀ளᾐ.

ஆனா᾿, (0.∞), or (∞
∞
) அ᾿லᾐ (0

0
) ஆகியவιᾠᾰᾁ மதிᾺைப வைரயᾠᾰக ᾙᾊயாᾐ.

ஓ᾽ எᾶ, அᾐ எᾷதைன ெபாியதாக இᾞᾸதாᾤΆ சாி, அதைன எᾨதᾙᾊᾜΆ எᾹறா᾿ அᾐ
ᾙᾊவிᾢய᾿ல. ᾙᾊᾫ῀ளᾐ, தி᾵டமானᾐ. 10100 எᾹபᾐ மிகᾺெபாிய எᾶ. 1 எᾨதி அதιᾁᾺ
பᾰகᾷதி᾿ 100 ᾆழியᾱகைள எᾨதினா᾿ கிைடᾰᾁΆ எᾶ! ஆனா᾿ இᾐ ᾙᾊᾫ῀ள எᾶ. ᾙᾊவிᾢ
எᾹபᾐ இைதவிடᾺ ெபாியᾐ. 1010100  எᾹற எᾶ, ேமᾤΆ ெபாியᾐ. ஆனா᾿ இᾸத எᾶ ᾂட ஒᾞ
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ᾙᾊᾫ῀ள எᾶேண. இᾸதᾺ பிரபᾴசᾷதி᾿ உ῀ள அᾷதைன அᾎᾰகளிᾹ எᾶணிᾰைக ஒᾞ
ᾙᾊᾫ῀ள எᾶ. ஒᾞ தᾶணீ᾽ᾷ ᾐளி எᾹபᾐ 3 மி᾿ᾢ ᾢ᾵ட᾽ அடᾱகிய தᾶணீ᾽ எᾹᾠ
ைவᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀. அᾺபᾊெயᾹறா᾿, உலகி᾿ உ῀ள அᾷதைன கட᾿களிᾤΆ ேச᾽ᾷᾐ
இᾞᾰᾁΆ தᾶணீ᾽ᾷ ᾐளிகளிᾹ எᾶணிᾰைக ᾙᾊᾫ῀ளᾐ. மᾶணி᾿ இᾞᾰᾁΆ ᾐக῀களிᾹ
எᾶணிᾰைக ᾙᾊᾫ῀ளᾐ. பிரபᾴசᾷதி᾿ இᾞᾰᾁΆ ந᾵சᾷதிரᾱகளிᾹ எᾶணிᾰைக ᾙᾊᾫ῀ளᾐ.
உலகி᾿ வசிᾰᾁΆ மனித᾽களிᾹ எᾶணிᾰைக ᾙᾊᾫ῀ளᾐ. உலகிᾹ சகல ஜீவராசிகளிᾹ
எᾶணிᾰைக ᾙᾊᾫ῀ளᾐ.

ᾙᾊவிᾢ எᾹபைதᾰ கᾶணா᾿ காᾎΆபᾊயான உதாரணΆ ஏᾐΆ கிைடயாᾐ. இᾐ ஒᾞ கணிதᾰ
கᾞᾷᾐᾞ ம᾵ᾌேம. இᾸதᾺ பிரபᾴசᾷதி᾿ உ῀ள அைனᾷᾐ விஷயᾱகᾦேம ᾙᾊᾫ῀ளைவதாΆ.
ஆனா᾿ கணிதᾷதி᾿ நீᾱக῀ நிைறய ᾙᾊவிᾢகைளᾺ பா᾽ᾰகலாΆ.

ᾙᾊவிலாᾷᾙᾊவிலாᾷᾙᾊவிலாᾷᾙᾊவிலாᾷ ெதாட᾽க῀ெதாட᾽க῀ெதாட᾽க῀ெதாட᾽க῀

இᾺேபாᾐ ᾙᾊவிᾢ எᾹபைத ஓரளᾫᾰᾁᾺ ᾗாிᾸᾐெகாᾶᾌ῀ேளாΆ, அ᾿லவா? இைத
ைவᾷᾐᾰெகாᾶᾌ, கணிதᾷதி᾿ பல இடᾱகளி᾿ காணᾺபᾌΆ ஒᾹைறᾺ பா᾽ᾺேபாΆ.
ெதாட᾽ᾲசியாகᾺ பல எᾶகைள ஒᾹறாகᾰ ᾂ᾵ᾌவதιᾁ ᾂ᾵ᾌᾷ ெதாட᾽ (Addition series) எᾹᾠ
ெபய᾽. ᾙᾊேவ இ᾿லாத பல எᾶகைளᾰ ᾂ᾵ᾊᾰெகாᾶேட இᾞᾸதா᾿ கிைடᾺபᾐ ᾙᾊவிலாᾷ
ெதாட᾽க῀ (Infinite series). 1+2+3+4 எᾹபைத எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀. இதᾹ விைட 10. சில
எᾶகைளᾰ ᾂ᾵ᾊனா᾿ வᾞΆ ெதாைக இᾐ. இᾐேபால அᾌᾷதᾌᾷᾐ உ῀ள பல எᾶகைளᾰ ᾂ᾵ட
ஒᾞ எளிதான சமᾹபாᾌ உ῀ளᾐ. 1+2+3+4+5+.... +100 வைர ᾂ᾵டேவᾶᾌΆ எᾹᾠ
ைவᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀. இதᾹ விைட எᾹன? உᾱகளிடΆ நிைறய ேநரΆ இᾞᾸதா᾿ ஒῂெவாᾹறாகᾰ
ᾂ᾵ᾊᾰெகாᾶேட வரலாΆ.

கᾫῄ எᾹற ெஜ᾽மானிய கணித ேமைத சிᾠவனாகᾺ ப῀ளியி᾿ பᾊᾷதேபாᾐ, அவᾞᾰᾁ வாᾼᾷத
வாᾷதியா᾽ ெகாᾴசΆ ᾙᾆᾌ. சிᾠ பசᾱகைள பயᾙᾠᾷᾐவᾐ அவᾞᾰᾁ விைளயா᾵ᾌ. அᾌᾷதᾌᾷᾐ
உ῀ள பல எᾶகைளᾰ ெகாᾌᾷᾐ, ᾂ᾵டᾲ ெசா᾿ᾤவா᾽. ைபயᾹக῀ அᾌᾷத சில மணிேநரΆ
ᾚᾲᾆவிடாம᾿ ᾂ᾵ᾊᾰெகாᾶேட இᾞᾺபா᾽க῀. அᾺபᾊᾷதாᾹ அவ᾽ கᾫῄ இᾞᾸத வᾁᾺபி᾿
ெசᾼதா᾽. ஆனா᾿ அவ᾽ இᾸதᾺ பᾰகΆ திᾞΆபிய ேநரᾷᾐᾰᾁ῀ கᾫῄ விைடையᾲ ெசா᾿ᾢவி᾵டா᾽.

நீᾱக῀ ெசᾼயேவᾶᾊயᾐ இῂவளᾫதாᾹ! ᾂ᾵டᾤᾰᾁ῀ இᾞᾰᾁΆ எᾶகைள தைலகீ῁ வாிைசயாக
மாιறி எᾨᾐᾱக῀.

1+2+3+4+5+...+100 = 100+99+98+....+1

இரᾶᾌ ெதாட᾽கைளᾜΆ ஒᾹறிᾹகீ῁ ஒᾹறாக எᾨᾐᾱக῀.

1+2+3+ .... + 98+99+100

100+99+98+...+3+2+1

இரᾶᾌ வாிைசகைளᾜΆ ᾂ᾵ᾌᾱக῀. அதாவᾐ ᾙத᾿ வாிைசயிᾹ ᾙத᾿ எᾶைணᾜΆ இரᾶடாவᾐ
வாிைசயிᾹ ᾙத᾿ எᾶைணᾜΆ ᾂ᾵ᾌᾱக῀. அᾺபᾊேய ெதாட᾽Ᾰᾐ ெச᾿ᾤᾱக῀.

101+101+101+....+101+101+101 = 100*101

இᾺேபாᾐ ெகாᾌᾷᾐ῀ள ெதாடைர இரᾶᾌᾙைற ᾂ᾵ᾊᾜ῀ளீ᾽க῀. எனேவ வᾞΆ விைடைய

RangaRakes tamilnavarasam.com



இரᾶடா᾿ வᾁᾰகேவᾶᾌΆ.

அதாவᾐ, 1+2+3+4+5+...+100 = 100*101
2

அῂவளᾫதாᾹ. இைதேய n உᾠᾺᾗக῀ ெகாᾶட ெதாடᾞᾰᾁᾺ ெபாᾐைமᾺபᾌᾷதலாΆ.

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ... + n =
n(n+1)

2

இᾸதᾲ சமᾹபாᾌ எ᾿லா n-கᾦᾰᾁΆ ெபாᾞᾸᾐΆ எᾹபைத உᾼᾷதறித᾿ (induction) ᾙைறᾺபᾊ
நிᾟபிᾰகலாΆ. உᾼᾷதறித᾿ ᾙைறயி᾿, ஒᾞ சமᾹபாᾌ n, n + 1, 1 ஆகிய ᾚᾹᾠᾰᾁΆ சாியாக உ῀ளᾐ
எᾹறா᾿ ேபாᾐΆ. பிற எᾶக῀ அைனᾷᾐᾰᾁΆ அᾸதᾲ சமᾹபாᾌ சாியானதாக இᾞᾰᾁΆ. இதιகான
நிᾟபணᾷைத இᾱேக நாΆ பா᾽ᾰகᾺேபாவதி᾿ைல.

எனேவ, 1+2+3+4+5+...+100 = 50*101 = 5050

1+2+3+4+5+...+1000 = 500*1001 = 500500

ேமேல நாΆ பா᾽ᾷதᾐ ᾙᾊᾫ῀ள ெதாட᾽க῀. இவιறி᾿ ᾙᾊᾫ῀ள சில உᾠᾺᾗகேள உ῀ளன. 100

அ᾿லᾐ 1000 உᾠᾺᾗக῀. ேவᾶᾌெமᾹறா᾿, 10100 உᾠᾺᾗக῀ ᾂட இᾞᾰகலாΆ! ஆனாᾤΆ
ᾙᾊᾫ῀ளேத. அவιைறᾰ ᾂ᾵ᾊ வᾞΆ விைடᾜΆ ᾙᾊᾫ῀ள எᾶேண. அᾌᾷᾐ, ஒᾞ ெதாடைரᾺ
பாᾞᾱக῀. இᾱேக அᾌᾷதᾌᾷᾐ உᾠᾺᾗக῀ வᾸᾐெகாᾶேடயிᾞᾰᾁΆ. ᾙᾊேவ இ᾿லாம᾿. அதாவᾐ,

1 + 2 + 3 + 4 + ... + ∞

இᾱேக, இதιகான விைட ∞ எᾹᾠ எளிதாகᾲ ெசா᾿ᾢவிடᾙᾊᾜΆ. இᾸதᾷ ெதாட᾽, ᾙᾊவி᾿லாᾷ
ெதாடᾞᾰᾁ ஓ᾽ உதாரணΆ. இᾸதᾷ ெதாடைரᾺ பாᾞᾱக῀:

1 − 2 + 3 − 4 + 5 − 6 + ... + ∞

அதாவᾐ அᾌᾷதᾌᾷத எᾶக῀ ேநராகᾫΆ எதிராகᾫΆ உ῀ளன. இᾸதᾷ ெதாடᾞᾰகான விைட −∞
எᾹᾠ எளிதாகᾲ ெசா᾿ᾢவிடலாΆ. (எᾺபᾊ எᾹᾠ கᾶᾌபிᾊᾜᾱக῀!)

எ᾿லா ᾙᾊவி᾿லாᾷ ெதாட᾽களிᾹ ᾂᾌதᾤΆ ∞ அ᾿லᾐ −∞ எᾹேற இᾞᾰᾁமா? அᾺபᾊெயᾹறா᾿
ேபாரᾊᾰᾁΆ அ᾿லவா? ஆனா᾿ அᾐ உᾶைமயி᾿ைல. பல ᾙᾊவιற ெதாட᾽களிᾹ ᾂ᾵ᾌ
எᾶணிᾰைக ᾙᾊᾫ῀ளதாக இᾞᾰᾁΆ. எᾺபᾊᾺப᾵ட நிைலயி᾿ இᾐ ஏιபᾌΆ எᾹᾠ எளிதாக
நΆமா᾿ ேயாசிᾷᾐவிட ᾙᾊகிறᾐ. அᾌᾷதᾌᾷᾐ நாΆ ᾂ᾵ᾌΆ ஒῂேவா᾽ உᾠᾺᾗΆ ᾆழியᾷைத
ேநாᾰகிᾲ ெச᾿லேவᾶᾌΆ. இ᾿லாவி᾵டா᾿ நமᾐ ᾂ᾵ᾌᾷெதாைக ᾙᾊவிᾢயாகேவ இᾞᾰᾁΆ.
ஆனா᾿ இᾸதᾰ க᾵ᾌᾺபாᾌ ம᾵ᾌΆ ேபாதாᾐ. உதாரணᾷᾐᾰᾁ இᾸதᾷ ெதாடைர
எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀.

1

1
+ 1

2
+ 1

3
+ 1

4
+ ...

இᾐ ேபாᾹற ெதாட᾽கைள நாΆ கணிதᾰ ᾁறிᾛ᾵ᾌ ᾙைறயி᾿ இῂவாᾠ எᾨᾐகிேறாΆ:

∑
n=1
∞ 1

n
= 1

1
+ 1

2
+ 1

3
+ 1

4
+ ...

இᾱேக, n-வᾐ உᾠᾺᾗ எᾹபᾐ 1
n
. இᾐ ᾆழியᾷைத ேநாᾰகிᾲ ெச᾿கிறᾐ எᾹபᾐ ெதளிவாகᾷ
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ெதாிகிறᾐ. ஆனா᾿ இᾸதᾷ ெதாட᾽ ஒᾞ ᾙᾊᾫ῀ள எᾶைண ேநாᾰகிᾰ ᾁவிவதி᾿ைல. மிக ெமᾐவாக
ᾙᾊவிᾢைய ேநாᾰகிᾲ ெச᾿கிறᾐ. ஒᾞ ᾙᾊவி᾿லாᾷ ெதாட᾽ ᾁவிகிறதா அ᾿லᾐ விாிகிறதா
எᾹபைதᾰ கᾶᾌபிᾊᾰக சில விதிக῀ உ῀ளன.

விாிᾜΆ ெதாட᾽க῀ (divergent series) எᾹறாேல அைவ ேமாசமானைவ எᾹᾠ நிைனᾰகேவᾶடாΆ.
ஆனா᾿ அவιைறᾰ ைகயாᾦΆேபாᾐ கவனமாக இᾞᾰகேவᾶᾌΆ. ᾯனிவாச ராமாᾔஜᾹ,

கீ῁ᾰகᾶட ெதாடᾞᾰகான விைடைய இῂவாᾠ எᾨதியிᾞᾸதா᾽:

1 + 2 + 3 + 4 + .... = − 1

12

ேமேலா᾵டமாகᾺ பா᾽ᾰᾁΆேபாேத இᾐ சாியாக இᾞᾰகᾙᾊயாᾐ எᾹᾠ நமᾰᾁᾷ ெதாிகிறத᾿லவா?
ஆனா᾿ ராமாᾔஜᾹ ைதாியமாக இᾸதᾲ சமᾹபா᾵ைட இᾱகிலாᾸதி᾿ இᾞᾰᾁΆ பல கணிதᾺ
ேபராசிாிய᾽கᾦᾰᾁ அᾔᾺபிைவᾷதா᾽. அவ᾽க῀ ராமாᾔஜைனᾺ ைபᾷதியΆ எᾹᾠ ᾙᾊᾫக᾵ᾊன᾽.
ஆனா᾿ ேகΆபிாி᾵ᾳ ப᾿கைலᾰ கழகᾰ கணித வ᾿ᾤன᾽ ஹா᾽ᾊயா᾿, ராமாᾔஜᾹ எᾹன
ெசா᾿லவᾞகிறா᾽ எᾹபைதᾺ ᾗாிᾸᾐெகா῀ள ᾙᾊᾸதᾐ. (நாᾹ இᾸதᾲ சமᾹபாᾌ சாியா, தவறா எᾹᾠ
இᾺேபாᾐ ெசா᾿லᾺேபாவதி᾿ைல. இேத கைதைய பகா எᾶக῀ (Prime numbers), ாீமாᾹ
கᾞᾐேகா῀ ( Riemann Hypothesis) ஆகியவιைறᾺ பιறிᾺ பா᾽ᾰᾁΆேபாᾐ மீᾶᾌΆ கவனிᾺேபாΆ.)

இᾺேபாᾐ மீᾶᾌΆ ᾙᾊவிலாᾷ ெதாட᾽கᾦᾰᾁ வᾞேவாΆ. இᾸதᾷ ெதாட᾽க῀ ᾁவியேவᾶᾌΆ
எᾹறா᾿, ெதாடாிᾹ n-வᾐ உᾠᾺᾗ ᾆழியᾷைத ேநாᾰகிᾲ ெச᾿லேவᾶᾌΆ எᾹᾠ
ெசா᾿ᾢயிᾞᾸேதாΆ. அᾐ ேபாதாᾐ. அᾷᾐடᾹ, (n + 1)-வᾐ உᾠᾺᾗᾰᾁΆ n-வᾐ உᾠᾺᾗᾰᾁமான
விகிதΆ, n ∞-ஐ ேநாᾰகிᾲ ெச᾿ᾤΆேபாᾐ, 1-ஐ விடᾰ ᾁைறவாக இᾞᾰகேவᾶᾌΆ. அᾺேபாᾐதாᾹ
அᾸதᾷ ெதாட᾽ ᾁவிᾜΆ. விகிதΆ 1-ஐ விட அதிகமாக இᾞᾸதா᾿ ெதாட᾽ விாிᾜΆ. ஆனா᾿ இᾸத
விகிதΆ 1 எᾹᾠ இᾞᾸதா᾿, ெதாட᾽ ᾁவியலாΆ, ᾁவியாமᾤΆ இᾞᾰகலாΆ. ேமᾤΆ சில விதிகைள
ைவᾷᾐ இᾸதᾷ ெதாடைரᾺ பாிசீᾢᾰகேவᾶᾌΆ. நாΆ அவιைற ᾙιறிᾤமாக இᾱேக
பா᾽ᾰகᾺேபாவதி᾿ைல.

∑
n=1
∞ 1

n
 எᾹற ெதாட᾽ விாியᾰᾂᾊயᾐ. ஆனா᾿, ∑

n=1
∞ 1

n2
 எᾹற ெதாட᾽ ᾁவியᾰᾂᾊயᾐ.

இᾸதᾷ ெதாடாிᾹ அைனᾷᾐ உᾠᾺᾗகைளᾜΆ ேச᾽ᾷᾐᾰ ᾂ᾵ᾊனா᾿ வᾞΆ விைட இᾺபᾊᾷதாᾹ
இᾞᾰᾁΆ எᾹᾠ ெசா᾿லலாΆ: ∑

n=1
∞ 1

n2
< 2

இᾺபᾊᾺப᾵ட ஒᾞ ᾙᾊவிலாᾷ ெதாட᾽தாᾹ நாΆ பிᾹனா᾿ பா᾽ᾰக இᾞᾰᾁΆ மιெறாᾞ சிறᾺᾗ
எᾶைணᾷ தரᾺேபாகிறᾐ. அதιᾁ நாΆ இᾹனᾙΆ சிறிᾐ நா῀க῀ காᾷதிᾞᾰகேவᾶᾌΆ. நாைள
ெதாட᾽ பிᾹனᾱகைளᾜΆ ெதாட᾽ ᾚலᾱகைளᾜΆ பιறிᾺ பா᾽ᾺேபாΆ.
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ெதாட᾽ெதாட᾽ெதாட᾽ெதாட᾽ பிᾹனᾱக῀பிᾹனᾱக῀பிᾹனᾱக῀பிᾹனᾱக῀
நாΆ p

q
 எᾹற வᾊவிலான விகிதᾙᾠ எᾶகைளᾺ பா᾽ᾷᾐ῀ேளாΆ. இᾱேக p, q இரᾶᾌேம ᾙᾨ

எᾶக῀ ஆᾁΆ. இᾺெபாᾨᾐ p

q+ 1r
, எᾹற எᾶைண எᾌᾷᾐᾰ ெகா῀ᾦᾱக῀. இᾱேக p, q, r

அைனᾷᾐேம ᾙᾨ எᾶக῀. இைதᾜேம pr
qr+1 எᾹᾠ மாιறி எᾨதᾙᾊᾜΆ. இᾐᾫΆ விகிதᾙᾠ

பிᾹனேம. அᾺபᾊயானா᾿, கீ῁ᾰகᾶட எᾶைணᾺ பιறி எᾹன நிைனᾰகிறீ᾽க῀?

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1
a3

ெபாᾐவாக, இᾸதᾷ ெதாட᾽ பிᾹனᾱக῀ ᾙᾊᾫ῀ளைவயாக இᾞᾸதா᾿ அவιைற விகிதᾙᾠ
எᾶணாக மாιறி எᾨதᾙᾊᾜΆ. ேமேல ெகாᾌᾷᾐ῀ள எᾶைண இᾺபᾊ எᾨதலாΆ:

a0a1a2a3 +a0a1 +a0a3 +a2a3 +1
a1 +a3 +a1a2a3

ஆனா᾿ இᾸதᾷ ெதாட᾽ பிᾹனᾱக῀ ᾙᾊேவ இ᾿லாம᾿ ெசᾹறா᾿ எᾹன ெசᾼவᾐ? ஓ᾽
உதாரணᾷைதᾺ பா᾽ᾺேபாΆ:

1 + 1

1+ 1

1+ 1
1+ ...

இᾸதᾷ ெதாட᾽ பிᾹனΆ ᾙᾊேவ இ᾿லாம᾿ ெச᾿வதா᾿, இதைனᾰ கீ῁ᾰகᾶட ᾁறிᾛ᾵ᾊᾤΆ
எᾨதலாΆ:

1 + 1
1+

1
1+

1
1+

1
1+ ...

இதιᾁ எᾹன விைட எᾹᾠ கᾶᾌபிᾊᾰக ᾙᾊᾜமா? ᾙᾊᾜΆ. இᾸதᾷ ெதாடாிᾹ விைடைய x எᾹᾠ
ைவᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀. அᾺபᾊெயᾹறா᾿, இῂவாᾠ எᾨதலாΆ:

x = 1 + 1
x

இதைன, இῂவாᾠ மாιறி எᾨதலாΆ:

x2 − x − 1 = 0

இᾐ ஓ᾽ இᾞபᾊᾲ சமᾹபாᾌ. இதιகான பதிைல எῂவாᾠ கᾶᾌபிᾊᾺபᾐ எᾹபைத ஏιெகனேவ
பா᾽ᾷᾐ῀ேளாΆ. அᾸத ᾙைறயி᾿ விைடையᾰ கᾶᾌபிᾊᾷதா᾿, நமᾰᾁᾰ கிைடᾺபᾐ:

x = 1± 1+4√
2 = 1± 5√

2

இᾱேக நΆᾙைடய ெதாட᾽ பிᾹனᾷதி᾿ எ᾿லாேம ேந᾽ ᾙᾨ எᾶணாக இᾞᾺபதா᾿, விைடᾜΆ ேந᾽
எᾶணாகேவ இᾞᾰகேவᾶᾌΆ, எதி᾽ எᾶணாக இᾞᾰகᾙᾊயாᾐ. எனேவ, எதி᾽ எᾶைண
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விலᾰகிவி᾵ᾌ எᾨதினா᾿ நமᾰᾁᾰ கிைடᾺபᾐ:

1

1+ 1

1+ 1
1+ ...

= 5√ +1
2

இᾸதᾷ ெதாட᾽ பிᾹனᾷᾐᾰᾁᾰ கிைடᾷᾐ῀ள விைட ஒᾞ விகிதᾙறா எᾶ.

இைதᾺேபாᾹேற ெதாட᾽ வ᾽ᾰகᾚலᾷதிᾤΆ இᾺபᾊ ஆᾁΆ. உதாரணᾷᾐᾰᾁ, கீ῁ᾰகᾶட ெதாட᾽
வ᾽ᾰகᾚலᾷைத எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀:

1 + 1 + 1 + 1 + ...√√√√

ெதாட᾽ பிᾹனᾷᾐᾰᾁ விைட கᾶᾌபிᾊᾷதᾐ ேபாᾹேற, ேமேல உ῀ள ெதாட᾽ வ᾽ᾰகᾚலᾷᾐᾰᾁΆ
விைட கᾶᾌபிᾊᾰகலாΆ.

x = 1 + x√

இரᾶᾌ பᾰகᾷைதᾜΆ வ᾽ᾰகΆ ெசᾼᾜΆேபாᾐ,

x2 − x − 1 = 0

இᾸத இᾞபᾊᾲ சமᾹபா᾵ᾊᾹ ேந᾽ விைடைய எᾌᾷᾐᾰெகாᾶடா᾿, நமᾰᾁᾰ கிைடᾺபᾐ:

x = 
5√ +1
2

ஒᾞ ெதாட᾽ பிᾹனᾷᾐᾰᾁΆ, ஒᾞ ெதாட᾽ வ᾽ᾰகᾚலᾷᾐᾰᾁΆ ஒேர மதிᾺᾗ இᾞᾺபᾐ ஆᾲசாியமாக
இᾞᾰகிறத᾿லவா? அைதவிட ஆᾲசாியமானᾐ இᾸத விைட.

ஹிᾸᾐ-அராபிᾰ எᾶகைள ஐேராᾺபாᾫᾰᾁ எᾌᾷᾐᾰெகாᾶᾌ ேபானவ᾽ எᾹᾠ ஃபிபனாᾲசி எᾹற
இᾷதாᾢயாிᾹ ெபயைரᾺ பா᾽ᾷேதாΆ அ᾿லவா? அவ᾽ ெபயரா᾿ ஒᾞ ெதாட᾽ வழᾱகᾺபᾌகிறᾐ.
ᾙய᾿க῀ ᾁ᾵ᾊ ேபாᾌவைத ைவᾷᾐ அவ᾽ இᾸதᾷ ெதாடைர உᾞவாᾰகினா᾽ எᾹᾠ கைத
ெசா᾿வா᾽க῀. ஒᾞ ஜைத ᾙய᾿க῀ பிறᾸᾐ ஒᾞ மாதΆ கழிᾷேத ᾙதி᾽ᾲசி அைடᾸᾐ ᾁ᾵ᾊேபாᾌΆ
நிைலைய அைடᾜமாΆ. அதᾹபிᾹ ஒῂெவாᾞ மாதᾙΆ ஒᾞ ஜைத ᾁ᾵ᾊகைள ஈᾔΆ எᾹᾠ
ஃபிபனாᾲசி எᾌᾷᾐᾰெகாᾶடா᾽. ஒᾞ ஜைத ᾁ᾵ᾊ ᾙய᾿கᾦடᾹ ᾙத᾿ மாதΆ ஆரΆபிᾷதவாிடΆ
அᾌᾷதᾌᾷத மாதᾱகளி᾿ எῂவளᾫ ᾁ᾵ᾊக῀ இᾞᾰᾁΆ?

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...

அதாவᾐ, Fn = Fn−1 + Fn−2

இᾸதᾷ ெதாட᾽ எᾶகᾦᾰᾁᾷதாᾹ ஃபிபனாᾲசி ெதாட᾽ எᾹᾠ ெபய᾽. இᾸதᾷ ெதாடாிᾹ அᾌᾷத
எᾶைணᾰ கᾶᾌபிᾊᾰக, அதιᾁ ᾙᾸைதய இᾞ எᾶகைளᾰ ᾂ᾵டேவᾶᾌΆ. இᾺெபாᾨᾐ, Fn

Fn−1

எᾹற விகிதᾷைத எᾌᾷᾐᾰெகாᾶடா᾿, n எᾹபᾐ ∞ ேநாᾰகிᾺ ேபாᾁΆேபாᾐ, இᾸத விகிதΆ 'தᾱக
விகிதΆ' (golden ratio) எᾹற எᾶைண ேநாᾰகிᾺ ேபாᾁΆ. இᾸதᾷ தᾱக விகிதΆ எᾹன எᾹபைதᾰ
கணிᾰகலாΆ. n எᾹபᾐ ∞-ஐ ேநாᾰகிᾺ ேபாᾁΆேபாᾐ, இᾸத விகிதΆ ᾁவிகிறᾐ. இதைன, x எᾹᾠ
எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀.
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அᾺபᾊெயᾹறா᾿, x = Fn
Fn−1

=
Fn−1 +Fn−2

Fn−1
= 1 +

Fn−2
Fn−1

= 1 + 1
x

இᾐ நாΆ ஏιெகனேவ பா᾽ᾷᾐவᾞΆ அேத இᾞபᾊᾲ சமᾹபாᾌதாᾹ!

x2 − x − 1 = 0

இதιகான விைட, x = 5√ +1
2

இᾸதᾷ தᾱக விகிதᾷதி᾿ அᾺபᾊ எᾹன மᾸதிர ஜாலΆ இᾞᾰகிறᾐ? ஐேராᾺபிய மᾠமல᾽ᾲசி காலᾷதி᾿
ஓவிய᾽கᾦΆ சிιபிகᾦΆ இᾸத விகிதᾷைதᾺ பயᾹபᾌᾷதி ஓவியᾱகைள வைரᾸதன᾽, சிιபᾱகைள
வᾊᾷதன᾽. ᾢயானா᾽ேடா டா விᾴசியிᾹ உலகᾺ ᾗக῁ெபιற ேமானா ᾢசா ஓவியᾷதிᾹ ᾙகᾷைத
அைடᾰᾁΆ ெசῂவகᾷதிᾹ பᾰகᾱக῀ இᾸத விகிதᾷதி᾿தாᾹ உ῀ளன. டா விᾴசியிᾹ மιᾠெமாᾞ
ஓவியΆ Vitruvian man எᾹபதி᾿ ஒᾞ மனிதᾹ தனᾐ ைகைய அகல விாிᾷᾐ, கா᾿கைளᾜΆ விாிᾷᾐ
நிιபதாக இᾞᾰᾁΆ. அᾱᾁΆ தᾱக விகிதΆ எᾱᾁ பா᾽ᾷதாᾤΆ இᾞᾰᾁΆ.

ெதாட᾽ பிᾹனᾱகᾦᾰᾁΆ, ெதாட᾽ வ᾽ᾰகᾚலᾱகᾦᾰᾁΆ, இᾞபᾊᾲ சமᾹபா᾵ᾊᾢᾞᾸᾐ கிைடᾰᾁΆ
விைடகᾦᾰᾁΆ மிக ெநᾞᾱகிய ெதாட᾽ᾗ உ῀ளᾐ.

ஆனா᾿ எ᾿லா ெதாட᾽ வ᾽ᾰகᾚலᾱகᾦᾰᾁΆ ஒᾞ விகிதᾙறா எᾶதாᾹ விைடயாக இᾞᾰᾁமா? கீேழ
உ῀ள ெதாட᾽ வ᾽ᾰகᾚலᾷைத எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀:

1 + 2 1 + 3 1 + 4...√√√

இᾸதᾰ கணᾰைக ᾯநிவாச ராமாᾔஜᾹ ஜ᾽ன᾿ ஆஃᾺ இᾸதியᾹ ேமᾷதேம᾵ᾊக᾿ ெசாைச᾵ᾊ எᾹற
இதழி᾿ ேக᾵ᾊᾞᾸதா᾽. ராமாᾔஜᾹ ேகΆபிாி᾵ஜுᾰᾁᾺ ேபாவதιᾁ ᾙᾸைதய காலΆ இᾐ. சில
மாதᾱகᾦᾰᾁ யாாிடமிᾞᾸᾐΆ பதி᾿ வரவி᾿ைல. கைடசியி᾿ ராமாᾔஜேன இதιகான விைடையᾰ
ெகாᾌᾷதா᾽. விைட எᾹனேவா மிக எளிதானᾐதாᾹ. 3 எᾹபᾐதாᾹ அᾐ. இᾸத விைடைய எᾺபᾊᾰ
கᾶᾌபிᾊᾺபᾐ?

f (x) = x + 1 எᾹற சா᾽ைப எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀.

அᾺபᾊெயᾹறா᾿, ( f (x))2 = (x + 1)2 = 1 + x(x + 1 + 1)

அ᾿லᾐ, இதைன இῂவாᾠ எᾨதலாΆ:

f (x) = 1 + x f (x + 1)√

இைதேய ெதாட᾽Ᾰᾐ ாிக᾽சிவாக எᾨதிᾰெகாᾶேடேபானா᾿ கிைடᾺபᾐ:

f (x) = 1 + x 1 + (x + 1) f (x + 2)√√ = 1 + x 1 + 

x + 1


1 + (x + 2) 1 + (x + 3)...√√√√

இᾺேபாᾐ, x = 2 எᾹᾠ எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀.

இᾺேபாᾐ நமᾰᾁᾰ கிைடᾺபᾐ:
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f (2) = 2 + 1 = 1 + 2 1 + 3 1 + 4...√√√ = 3

அῂவளᾫதாᾹ! சாி, இᾺேபாᾐ கீ῁ᾰகᾶட ெதாட᾽ வ᾽ᾰகᾚலΆ ஒᾞ விைடைய ேநாᾰகிᾰ ᾁவிகிறதா,
அᾺபᾊெயᾹறா᾿ அᾐ எᾹன விைட எᾹᾠ கᾶᾌபிᾊᾜᾱக῀ பா᾽ᾰகலாΆ:

1 + 2 + 3 + 4 + ...√√√√

சாி, இᾺேபாᾐ வி᾵ட π-ᾰᾁ மீᾶᾌΆ வᾞேவாΆ. இைத ெதாட᾽ பிᾹனமாக எᾨதᾙᾊᾜΆ:

π = 3 + 1
7+

1
15+

1
1+

1
292+

1
1+

1
1+

1
1+

1
2+

1
1+

1
3+

1
1+

1
14+

1
2+

1
1+

1
1+

1
2+

இைத, பல ெதாட᾽ வாிைசகளாகᾫΆ எᾨதᾙᾊᾜΆ. அவιைறᾷதாᾹ அᾌᾷᾐ பா᾽ᾰக இᾞᾰகிேறாΆ.
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இᾸதியᾷஇᾸதியᾷஇᾸதியᾷஇᾸதியᾷ ெதாைலᾰகா᾵சிகளி᾿ெதாைலᾰகா᾵சிகளி᾿ெதாைலᾰகா᾵சிகளி᾿ெதாைலᾰகா᾵சிகளி᾿
ᾙதᾹᾙைறயாகᾙதᾹᾙைறயாகᾙதᾹᾙைறயாகᾙதᾹᾙைறயாக, ᾂ᾵ᾌᾲᾂ᾵ᾌᾲᾂ᾵ᾌᾲᾂ᾵ᾌᾲ சராசாிᾜΆசராசாிᾜΆசராசாிᾜΆசராசாிᾜΆ ெபᾞᾰᾁᾲெபᾞᾰᾁᾲெபᾞᾰᾁᾲெபᾞᾰᾁᾲ
சராசாிᾜΆசராசாிᾜΆசராசாிᾜΆசராசாிᾜΆ
சமீபᾷதி᾿ ெதாைலᾰகா᾵சி சான᾿களி᾿ ஒᾞ 'career guidance' நிᾠவனᾷதிᾹ விளΆபரᾷைதᾺ
பா᾽ᾷேதᾹ. ஓ᾽ இளΆ ேஜாᾊ, எᾱேகேயா ேகΆபிᾱ ேபாயிᾞᾰகிறா᾽க῀. இரᾫ ᾂடாரᾷᾐᾰᾁ῀
அᾞகᾞேக பᾌᾷᾐᾰெகாᾶᾊᾞᾰகிறா᾽க῀. திᾊெரன இைளஞᾔᾰᾁ ெமாைப᾿ ேபானி᾿ அைழᾺᾗ
வᾞகிறᾐ. அவᾹ ெமᾐவாக எᾨᾸதிᾞᾸᾐ ெவளிேய வᾸᾐ ேபானி᾿ ேபᾆகிறாᾹ. பிᾹனாேலேய அᾸத
இளΆெபᾶ எᾨᾸᾐவᾸᾐ எᾹன ேபᾆகிறாᾹ எᾹபைதᾰ கவனிᾰகிறா῀. அவᾹ ெசா᾿கிறாᾹ: 'See, it
is a trick question. The arithmetic mean is always greater than the geometric mean'. (ᾂ᾵ᾌᾲ சராசாி எᾹபᾐ
எᾺேபாᾐΆ ெபᾞᾰᾁᾲ சராசாிையவிட அதிகΆ.) இளΆெபᾶ நிΆமதி அைடகிறா᾽. அᾸத
நிᾠவனᾷதிᾹ கᾫᾹெசல᾽க῀ எᾺேபாᾐΆ தᾱகளᾐ மாணவ᾽களிᾹ வா῁ᾰைகையேய மனᾷதி᾿
ைவᾷᾐ῀ளன᾽ எᾹᾠ அᾸத விளΆபரΆ ᾙᾊகிறᾐ.

ஒᾞ ெதாைலᾰகா᾵சி விளΆபரᾷதி᾿ இᾸதᾲ ெசᾼதிையᾰ ேக᾵ᾌ எனᾰᾁ ஒேர சᾸேதாஷΆ.
உᾶைமயி᾿ சிᾠ தவᾠ அᾱேக நிக῁Ᾰᾐ῀ளᾐ. ᾂ᾵ᾌᾲ சராசாி எᾹபᾐ, ெபᾞᾰᾁᾲ சராசாிைய விட
அதிகமாக அ᾿லᾐ சமமாக இᾞᾰᾁΆ எᾹபᾐதாᾹ சாியான ᾂιᾠ.

இᾸதᾲ சராசாிக῀ எᾹன எᾹபைதᾜΆ இவιᾠᾰᾁ இைடேய எᾹன உறᾫ எᾹபைதᾜΆ பா᾽ᾺேபாΆ.

இᾞ எᾶக῀ a மιᾠΆ b ஆகியவιறிᾹ ᾂ᾵ᾌᾲ சராசாி (Arithmetic Mean = AM) எᾹபᾐ a+b2  ஆᾁΆ.
அவιறிᾹ ெபᾞᾰᾁᾲ சராசாி (Geometric Mean = GM) எᾹபᾐ ab√  ஆᾁΆ. ெபᾞᾰᾁᾲ சராசாி
அ᾽ᾷதᾙ῀ளதாக இᾞᾰகேவᾶᾌΆ எᾹறா᾿, a மιᾠΆ b இரᾶᾌேம ேந᾽மைற எᾶகளாக, அ᾿லᾐ
எதி᾽மைற எᾶகளாக இᾞᾰகேவᾶᾌΆ.

இᾺேபாᾐ, AM எᾹபᾐ GM-ஐ விட அதிகΆ எᾹᾠ ைவᾷᾐᾰெகா῀ேவாΆ. அᾺபᾊெயᾹறா᾿,

a+b
2 > ab√

அ᾿லᾐ, a + b > 2 ab√

இரᾶᾌ பᾰகᾷைதᾜΆ வ᾽ᾰகமாᾰகினா᾿,

a
2 + b2 + 2ab > 4ab

அ᾿லᾐ, a2 + b2 − 2ab > 0

அ᾿லᾐ, (a − b)2 > 0

இᾐ கி᾵டᾷத᾵ட உᾶைம. பா᾽ᾰகᾺேபானா᾿, (a − b)2 >= 0 ஆᾁΆ. ஏெனனி᾿ எᾸத எᾶைணᾜΆ
வ᾽ᾰகΆ ெசᾼதா᾿ கிைடᾺபᾐ ஒᾞ ேந᾽மைற எᾶணாᾁΆ. ஆனா᾿ a = b எᾹறானா᾿, அᾐ ᾆழியமாக
இᾞᾰᾁΆ. அᾺபᾊெயᾹறா᾿ AM, GM இரᾶᾌேம ஒᾹறாக இᾞᾰᾁΆ.
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எனேவ, இᾞ எᾶகைள எᾌᾷᾐᾰெகாᾶடா᾿, அவιறிᾹ ᾂ᾵ᾌᾲ சராசாி எᾹபᾐ அவιறிᾹ
ெபᾞᾰᾁᾲ சராசாிையவிட அதிகமாக அ᾿லᾐ அதιᾁᾲ சமமாக இᾞᾰᾁΆ எᾹபைத நாΆ
நிᾟபிᾷᾐவி᾵ேடாΆ.

இேத ᾂιைற, பல எᾶகᾦᾰᾁᾲ சாியாக இᾞᾰᾁமா எᾹᾠ நிᾟபிᾰக ᾙᾊᾜமா? அதாவᾐ,
ெபாᾐைமயாக,

a1 +a2 +a3 +...+an
n

>= a1a2a3...an
n√

ேமேல உ῀ள சமᾹபா᾵ைட எᾺபᾊ நிᾟபிᾺபᾐ எᾹᾠ ேயாசிᾜᾱக῀!
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கா᾿ᾁலῄகா᾿ᾁலῄகா᾿ᾁலῄகா᾿ᾁலῄ, ஒᾞஒᾞஒᾞஒᾞ ᾁ᾵ᾊᾁ᾵ᾊᾁ᾵ᾊᾁ᾵ᾊ அறிᾙகΆஅறிᾙகΆஅறிᾙகΆஅறிᾙகΆ
சிறᾺᾗ எᾶகைளᾺ பιறி எᾨᾐΆேபாᾐ அᾌᾷததாக e எᾹபைதᾺ பιறி எᾨத விᾞΆபிேனᾹ. ஆனா᾿
கா᾿ᾁலைஸᾷ ெதாடாம᾿ அைதᾲ ெசᾼயᾙᾊயாᾐ எᾹபதா᾿, இᾺேபாᾐ ெகாᾴசΆ கா᾿ᾁலῄ பιறிᾺ ேபச
ᾙᾊᾫெசᾼᾐ῀ேளᾹ.

ப῀ளிᾰᾂடᾺ ᾗᾷதகᾱகளி᾿ கா᾿ᾁலைஸᾺ பᾌ ேமாசமாக ெசா᾿ᾢᾰெகாᾌᾰகிறா᾽க῀. கறாரான
த᾽ᾰகᾷᾐடᾔΆ ெசா᾿ᾢᾷ தᾞவதி᾿ைல. எனᾐ 11-Ά வᾁᾺᾗ பாடᾱகைள நிைனᾷᾐᾺ பா᾽ᾰகிேறᾹ. எᾌᾷத
எᾌᾺபி᾿, 

� f

�x
 எᾹᾠ ஆரΆபிᾷᾐ விᾌவா᾽க῀. Function f  (சா᾽ᾗ), continuity (ெதாட᾽ᾲசி) ஆகியைவ பιறிய

ᾙᾨைமயான ᾗாித᾿ மாணவ᾽களிடΆ உ῀ளᾐ எᾹᾠ நிைனᾷᾐᾰெகாᾶடன᾽. ஆனா᾿ இᾹைறய 11-Ά வᾁᾺᾗ
தமி῁நாᾌ பாடᾷதி᾵டΆ ேதவலாΆ. சா᾽ᾗகளி᾿ ஆரΆபிᾷᾐ, எ᾿ைல (limit), ெதாட᾽ᾲசி (continuity), வைகᾛᾌ
(differentiation) ஆகியவιைறᾺ பιறி ஓரளᾫᾰᾁ விளᾰகிᾜ῀ளன᾽. மிகᾫΆ ᾆவாரசியமாக எᾨதᾺப᾵ᾌ῀ளᾐ
எᾹᾠ ெசா᾿லமா᾵ேடᾹ. ஆனா᾿ ேதவலாΆ.

பல ᾓιறாᾶᾌகளாக, தᾷᾐவவாதிகᾦΆ விᾴஞானிகᾦΆ பᾞᾶைம உலகᾷைத ‘ெதாட᾽ᾲசியான' ஒᾹறாகᾰ
கᾞதிவᾸᾐ῀ளன᾽. அேத ேநரΆ கிேரᾰக᾽க῀ காலᾷதிᾢᾞᾸேத அᾎ எᾹᾠ மிகᾲசிறிய ஒᾞ ᾐᾶைடᾺ பιறிய
கᾞᾷதாᾰகᾙΆ இᾞᾸᾐவᾸᾐ῀ளᾐ. 19-Ά ᾓιறாᾶᾊᾹ கைடசியி᾿தாᾹ அᾎ பιறிய கᾞᾷதாᾰகΆ சாியான
ᾙைறயி᾿ உᾞவாக ஆரΆபிᾷதᾐ. ெதாட᾽Ᾰᾐ 20-Ά ᾓιறாᾶᾊᾹ ஆரΆபᾷதி᾿ பᾞᾶைமᾺ ெபாᾞ῀க῀ அᾹறி,
ஆιற᾿ᾂட ெதாட᾽ᾲசியான ஒᾹற᾿ல, ᾁவாᾶடΆ ᾐᾶᾌகளா᾿ ஆனᾐதாᾹ எᾹபᾐ விளᾱகியᾐ. உலகΆ
ெதாட᾽ᾲசியான பரவ᾿ அ᾿ல எᾹறாᾤΆᾂட, பல பᾶᾗக῀ ெதாட᾽ᾲசியானைவேய. காᾸதᾺ ᾗலΆ, ஈ᾽Ὰᾗ
விைசᾺ ᾗலΆ ேபாᾹறைவ உதாரணᾱக῀.

பᾞᾶைம உலகΆ எᾺபᾊயிᾞᾸதாᾤΆᾂட, சா᾽ᾗக῀, ெதாட᾽ᾲசி ஆகியவιைற ெவᾠΆ கᾞᾷதாᾰகᾱகளாகேவ
எᾌᾷᾐᾰெகாᾶேட நாΆ நடᾸᾐெகா῀ளலாΆ.

ஒᾞ சா᾽ᾗ, ெதாட᾽ᾲசியானதாக இᾞᾰகேவᾶᾌΆ எᾹபதி᾿ைல. ஆனா᾿ ெதாட᾽ᾲசியானதாக இᾞᾸதா᾿தாᾹ
கா᾿ᾁலῄ எனᾺபᾌΆ ᾒᾶகணிதΆ ெசய᾿படᾙᾊᾜΆ. ᾙதᾢ᾿ சா᾽ᾗ எᾹறா᾿ எᾹன எᾹபைதᾰ கவனமாகᾺ
பா᾽ᾺேபாΆ.

இரᾶᾌ கணᾱகளி᾿ (set) உ῀ள உᾠᾺᾗகᾦᾰᾁ இைடேயயான உறைவ நி᾽ணயிᾺபᾐதாᾹ சா᾽ᾗ. கணΆ
எᾹறா᾿ எᾹன எᾹᾠ அதιᾁ῀ அதிகமாக இᾺெபாᾐ ᾒைழயேவᾶடாΆ. கணΆ எᾹறா᾿ பல உᾠᾺᾗக῀
ஒᾹᾠேச᾽Ᾰத ஒᾞ ᾂ᾵டைமᾺᾗ எᾹᾠ ம᾵ᾌΆ ைவᾷᾐᾰெகா῀ேவாΆ. நாᾹைகᾸᾐ எᾶகைளᾺ பிᾊᾷᾐ ஒᾞ
டᾺபாᾫᾰᾁ῀ அைடᾷᾐைவᾷதா᾿ கிைடᾺபᾐ ஒᾞ கணΆ. ஒᾞ கணᾷᾐᾰᾁ῀ ᾁறிᾺபி᾵ட அளᾫᾰகான
உᾠᾺᾗக῀தாᾹ இᾞᾰகேவᾶᾌΆ எᾹபதி᾿ைல. கணᾰகιற, ᾙᾊவιற எᾶக῀ᾂட இᾞᾰகலாΆ.

1, 2, 3 ... எᾹᾠ ெச᾿ᾤΆ அᾷதைன ேந᾽மைற ᾙᾨ எᾶகைளᾜΆ எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀. இவιைற
ஒᾹᾠேச᾽ᾷதா᾿, இᾐ ஒᾞ கணΆ. அᾷதைன எதி᾽மைற ᾙᾨ எᾶகைளᾜΆ -1, -2, -3 ... எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀.

அᾐᾫΆ ஒᾞ கணΆதாᾹ. இᾸத இரᾶᾌ கணᾱகைளᾜΆ எᾌᾷᾐᾰெகாᾶᾌ இவιᾠᾰகிைடேய ஓ᾽ உறைவ
ஏιபᾌᾷᾐᾱக῀. அᾺபᾊᾺப᾵ட உறᾫதாᾹ ‘சா᾽ᾗ' எனᾺபᾌΆ. அதாவᾐ ஒᾞ கணᾷதிᾹ உᾠᾺᾗக῀, மιெறாᾞ
கணᾷதிᾹ உᾠᾺᾗகைளᾲ சா᾽Ᾰᾐ உ῀ளன. அᾸதᾲ சா᾽ைப விளᾰᾁΆ உறᾫᾙைற - ‘சா᾽ᾗ' எனᾺபᾌகிறᾐ.

ேந᾽மைற ᾙᾨ எᾶகளிᾹ கணΆ A எᾹᾠΆ, அதி᾿ ஓ᾽ உᾠᾺᾗ a எᾹᾠΆ ைவᾷᾐᾰெகா῀ேவாΆ. அேதேபால
எதி᾽மைற ᾙᾨ எᾶக῀ அடᾱகிய கணΆ B எᾹᾠΆ, அதி᾿ உ῀ள ஓ᾽ உᾠᾺᾗ b எᾹᾠΆ ைவᾷᾐᾰெகா῀ேவாΆ.
A-᾿ இᾞᾸᾐ எᾸத உᾠᾺைபᾜΆ எᾌᾷᾐ அதைன −1-ஆ᾿ ெபᾞᾰகினா᾿ B-Ᾱ உᾠᾺᾗ கிைடᾷᾐவிᾌΆ. எனேவ
இᾱேக "−1-ஆ᾿ ெபᾞᾰᾁத᾿" எᾹபᾐதாᾹ உறᾫ. அைத விளᾰᾁவᾐதாᾹ சா᾽ᾗ. இதைன, f (x) = − x எᾹᾠ
எᾨதᾙᾊᾜΆ.
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ேமேல கா᾵ᾊய உதாரணᾷதி᾿ அைனᾷᾐ உᾠᾺᾗகᾦΆ தனிᾷதனியானைவயாக உ῀ளன. மாιறாக, நீᾱக῀
இய᾿ எᾶக῀ அடᾱகிய கணமான R எᾹபைத எᾌᾷᾐᾰெகா῀ளலாΆ. இᾸத கணᾷதிᾹமீᾐ ேமேல கா᾵ᾊய
சா᾽ைபᾺ பயᾹபᾌᾷதினா᾿ கிைடᾰᾁΆ உᾠᾺᾗகᾦΆ அேத R எᾹᾔΆ கணᾷதிᾹ உᾠᾺᾗகேள.

இᾸத R எᾹᾔΆ கணᾷதிᾹ உᾠᾺᾗக῀ எ᾿லாΆ மிக ெநᾞᾰகமாக, இைடெவளிேய இ᾿லாம᾿ பரவிᾜ῀ளன.

இᾸத கணᾷதிᾹ ஏேதா இᾞ உᾠᾺᾗகைள எᾌᾷᾐᾰெகாᾶடா᾿, அைவ இரᾶᾌᾰᾁΆ இைடேய உ῀ள ஓ᾽
எᾶᾎΆᾂட இᾸத கணᾷதிᾹ உᾠᾺபாக இᾞᾰᾁΆ. a மιᾠΆ b எᾹᾔΆ இரᾶᾌ இய᾿ எᾶகைள
எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀. c = a+b

2
 எᾹற எᾶᾂட இய᾿ எᾶதாᾹ. இᾸத எᾶ a மιᾠΆ b ஆகியவιᾠᾰᾁ

இைடேய இᾞᾰᾁΆ. இᾺேபாᾐ a மιᾠΆ c ஆகியவιைற எᾌᾷᾐᾰெகாᾶᾌ, இேத ேசாதைனையᾷ திᾞΆபᾲ
ெசᾼயலாΆ. இῂவாᾠ ெசᾼᾜΆேபாᾐ, எᾸத இரᾶᾌ தனிᾷதனி இய᾿ எᾶகᾦᾰᾁΆ இைடேய ஓ᾽ இய᾿
எᾶைணᾰ காᾶபிᾰகᾙᾊᾜΆ. அᾺபᾊெயᾹறா᾿ எᾸத இரᾶᾌ இய᾿ எᾶᾎᾰᾁΆ இைடேய, பல பி᾿ᾢயᾹ,

பல ᾊாி᾿ᾢயᾹ எᾶக῀, ᾙᾊவி᾿லா எᾶணிᾰைகᾜ῀ள எᾶக῀ உ῀ளன எᾹᾠ காᾶபிᾰகலாΆ.

இᾺேபாᾐ ெதாட᾽ᾲசியான சா᾽ᾗ எᾹறா᾿ எᾹன எᾹᾠ பா᾽ᾺேபாΆ. x � R (அதாவᾐ, x எᾹᾔΆ உᾠᾺᾗ, R
எᾹᾔΆ கணᾷதி᾿ உ῀ளᾐ எᾹᾠ ெபாᾞ῀) எᾹᾠΆ f (x) எᾹபᾐ ஒᾞ சா᾽ᾗ எᾹᾠΆ f (x) � R எᾹᾠΆ
ைவᾷᾐᾰெகா῀ேவாΆ. இᾸதᾲ சா᾽ᾗ, a எᾹᾔΆ ᾗ῀ளியி᾿ ெதாட᾽ᾲசியாக இᾞᾰகேவᾶᾌΆ எᾹறா᾿, இᾸதᾺ
ᾗ῀ளி a-ைய சιேற நக᾽ᾷதினா᾿, இதனா᾿ f -᾿ ஏιபᾌΆ மாιறΆ ஓ᾽ எ᾿ைலᾰᾁ உ᾵ப᾵டதாகᾫΆ
க᾵ᾌᾺபᾌᾷதபடᾰᾂᾊயதாகᾫΆ இᾞᾰகேவᾶᾌΆ. அதாவᾐ, f (a + δ) − f (a) < ε. இᾱேக ε எᾹபᾐ ᾁறிᾺபி᾵ட
ᾙᾊᾫ῀ள ஓ᾽ எᾶ. இᾱேக, δ � 0,  எᾹறா᾿, ε � 0 எᾹபைத ேநாᾰகிᾲ ெச᾿லேவᾶᾌΆ.

அᾺபᾊ இᾞᾸதா᾿, இᾸதᾲ சா᾽ᾗ a எᾹᾔΆ இடᾷதி᾿ ெதாட᾽ᾲசியாக உ῀ளᾐ எᾹᾠ ெசா᾿லலாΆ.

இேத நிைலதாᾹ ஒῂேவா᾽ இடᾷதிᾤΆ எᾹறா᾿ இᾸதᾲ சா᾽ᾗ, அதᾹ ᾙᾨ சா᾽பகமான (domain) R-ᾤΆ
ெதாட᾽ᾲசியானᾐ எᾹᾠ ெசா᾿லலாΆ. பல சா᾽ᾗக῀, ஒᾞ சில ᾗ῀ளிகைளᾷ தவிர பிற இடᾱகளி᾿
ெதாட᾽ᾲசியானதாக இᾞᾰᾁΆ. உதாரணᾷᾐᾰᾁ, f (x) = 1

x
 எᾹற சா᾽ᾗ, x = 0 எᾹற இடᾷைதᾷ தவிர, எ᾿லா

இடᾷதிᾤΆ ெதாட᾽ᾲசியாக உ῀ளᾐ. f (x) = 1

x2 −4
 எᾹற சா᾽ᾗ, x = ± 2 ஆகிய இடᾱகைளᾷ தவிரᾺ பிற

இடᾱகளி᾿ ெதாட᾽ᾲசியாக உ῀ளᾐ.

எᾱெக᾿லாΆ ‘ᾆழியᾷதா᾿ வᾁᾰᾁΆ நிைல' வᾞகிறேதா அᾱெக᾿லாΆ கᾌைமயான ெதாட᾽ᾲசி உைடத᾿
ஏιபᾌகிறᾐ.

f (x) எᾹபதிᾹ மதிᾺᾗ, x மாᾠΆேபாெத᾿லாΆ மாᾠகிறᾐ. x � R எᾹᾠΆ, சா᾽ᾗ நᾹறாக
வைரயᾠᾰகᾺப᾵ᾌ῀ளᾐ எᾹᾠΆ ைவᾷᾐᾰெகா῀ேவாΆ. அᾺபᾊயானா᾿, x மாᾠΆேபாᾐ, இᾸதᾲ சா᾽ᾗ f (x)
எᾹபைதᾺ படமாக வைரயᾙᾊᾜΆ. ெதாட᾽ᾲசியி᾿லாத சா᾽ᾗகைளᾰᾂடᾺ படமாக வைரயᾙᾊᾜΆ. ஆனா᾿,

ெதாட᾽ᾲசியιற ᾗ῀ளிகளி᾿ சா᾽பிᾹ மதிᾺᾗ ᾙᾊவிᾢைய ேநாᾰகி விைரᾸᾐெச᾿ᾤΆ.

கீேழ, நாΆ இᾐவைர பா᾽ᾷᾐ῀ள சில சா᾽ᾗகளிᾹ படᾱகைளᾰ ெகாᾌᾷᾐ῀ேளᾹ. ᾙதᾢ᾿, அழகான,

எளிைமயான ஒᾞ சா᾽ᾗ, f (x) = x2
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இᾐ ஒᾞ ெதாட᾽ᾲசியான சா᾽ᾗ. இᾺேபாᾐ, f (x) = 1

x
 எᾹற சா᾽ைப எᾌᾷᾐᾰெகா῀ᾦᾱக῀. இதி᾿, x = 0 எᾹற

இடᾷதி᾿ ெதாட᾽ᾲசியிᾹைம உ῀ளᾐ.

கைடசியாக, இரᾶᾌ இடᾱகளி᾿ ெதாட᾽ᾲசியிᾹைம உ῀ள சா᾽ைப எᾌᾷᾐᾰெகா῀ேவாΆ: f (x) = 1

x2 −4
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ேமேல உ῀ள படᾷதி᾿ ெதாட᾽ᾲசியிᾹைம உ῀ள இடᾱகளி᾿ படΆ சாியாக வரவி᾿ைல. இதιᾁᾰ காரணΆ
எனᾐ படΆ வைரᾜΆ ெமᾹெபாᾞ῀ ஊᾷதி ᾚᾊயᾐதாᾹ. இதிᾢᾞᾸேத, ெதாட᾽ᾲசியிᾹைம உ῀ள இடᾱக῀
எῂவளᾫ அபாயமானைவ எᾹᾠ நீᾱக῀ ᾗாிᾸᾐெகா῀ளலாΆ!

இᾺேபாᾐ, வைகᾛᾌ (derivatives) எᾹறா᾿ எᾹன எᾹᾠ பா᾽ᾺேபாΆ. நிᾝ᾵டᾹ, இவιைற fluxions எᾹᾠ
ᾁறிᾺபி᾵டா᾽. ஒᾞ சா᾽ᾗ, ஒᾞ ᾁறிᾺபி᾵ட ᾗ῀ளியி᾿ எᾸத அளᾫᾰᾁ மாᾠகிறᾐ எᾹபைதᾰ ᾁறிᾺபேத, அᾸதᾺ
ᾗ῀ளியி᾿ அதᾹ வைகᾛᾌ ஆᾁΆ. f (x) எᾹற சா᾽பிᾹ வைகᾛ᾵ைட 

� f

�x
 எᾹᾠ ᾁறிᾺபிᾌகிேறாΆ.

ஒᾞ சா᾽ᾗ எᾱேக ெதாட᾽ᾲசியιᾠ உ῀ளேதா, அᾱேக அதιᾁ வைகᾛ᾵ைட வைரயᾠᾰகᾙᾊயாᾐ. ஒᾞ
ᾗ῀ளியி᾿ சா᾽ᾗᾰᾁ வைகᾛ᾵ைடᾰ ᾁறிᾺபிடேவᾶᾌΆ எᾹறா᾿, அᾸதᾲ சா᾽ᾗ அᾸதᾺ ᾗ῀ளியி᾿
ெதாட᾽ᾲசியாக இᾞᾰகேவᾶᾌΆ. வைகᾛ᾵ைட இῂவாᾠ வைரயᾠᾰகிேறாΆ:

� f

�x
= limΔx�0

f (x+Δx)− f (x)

Δx

x எᾹᾔΆ ᾗ῀ளிᾰᾁ அᾞகி᾿ சிறிᾐ அைசைவᾰ ெகாᾌᾱக῀. இதனா᾿, சா᾽ᾗ f (x)-᾿ எᾹன மாιறΆ
ஏιபᾌகிறᾐ எᾹᾠ பாᾞᾱக῀. இᾸத மாιறᾱகᾦᾰᾁ இைடேயயான விகிதேம வைகᾛᾌ ஆᾁΆ. இᾸத
வைகᾛேட ஒᾞ சா᾽ᾗதாᾹ. ஒᾞ சா᾽ᾗ ஒᾞ ᾁறிᾺபி᾵ட ᾗ῀ளியி᾿ ெதாட᾽ᾲசியாக உ῀ளᾐ எᾹறா᾿, அதᾹ
வைகᾛᾌΆ அᾸதᾺ ᾗ῀ளியி᾿ ெதாட᾽ᾲசியாக இᾞᾰᾁΆ எᾹᾠ ெசா᾿லᾙᾊயாᾐ.

சில சா᾽ᾗகளிᾹ வைகᾛᾌ எᾹன எᾹᾠ கᾶᾌபிᾊᾷᾐᾺ பா᾽ᾺேபாΆ. ேமேல எᾹெனᾹன உதாரணᾱகைளᾺ
பா᾽ᾷேதாேமா, அவιைறேய எᾌᾷᾐᾰெகா῀ேவாΆ.

f (x) = x2 எᾹபைத ᾙதᾢ᾿ எᾌᾷᾐᾰெகா῀ேவாΆ.

f (x + Δx) = (x + Δx)2 = x2 + 2x(Δx) + (Δx)2

� f

�x
= limΔx�0

x2 +2x

Δx

+(Δx)2 −x2

Δx
= limΔx�0 2x + Δx = 2x
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அῂவளᾫதாᾹ! ஆனா᾿ எ᾿லா வைகᾛ᾵ᾌᾰ கணᾰᾁகᾦேம இῂவளᾫ எளிதானைவ அ᾿ல. இᾺேபாᾐ, f (x)

= 1

x
 எᾹற சா᾽ᾗᾰᾁ வைகᾛ᾵ைடᾰ கᾶᾌபிᾊᾺேபாΆ.

� f

�x
= limΔx�0

1

(x+Δx)2
−
1

x2

Δx
= limΔx�0

x2 −

x2 +2x


Δx

+(Δx)2



x2(x+Δx)2Δx
= limΔx�0

−2x

Δx

−(Δx)2

x2(x+Δx)2Δx

அ᾿லᾐ, 
� f

�x
= limΔx�0

−2x

x2(x+Δx)2
+ −Δx

x2(x+Δx)2
= −2

x2

இᾐᾂட அῂவளᾫ கᾊனமாக இ᾿ைல. நாΆ ஏιெகனேவ பா᾽ᾷதᾐேபால, x = 0 எᾹற இடᾷைதᾷ தவிர பிற
இடᾱகளி᾿தாᾹ இதιᾁᾺ ெபாᾞ῀ உᾶᾌ. ெகாᾴசΆ அᾱேக இᾱேக சமᾹபா᾵ைடᾷ த᾵ᾊᾰ ெகா᾵ᾊனா᾿
நனᾰᾁᾷ ேதைவயான பதி᾿ கிைடᾷᾐவிᾌகிறᾐ. எᾺேபாᾐΆேபால, கᾊனமான கணᾰைக நாᾹ
ேபாடᾺேபாவதி᾿ைல. f (x) = 1

x2 −4
 எᾹபதιகான வைகᾛ᾵ைட நீᾱக῀தாᾹ கᾶᾌபிᾊᾰகᾺேபாகிறீ᾽க῀!
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